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Abriss einer Theorie der Abel' sehen Functionen dreier 

Variabein. 

In der vorliegenden Arbeit ist der Versuch gemacht, aus den 
Sätzen, welche über die allgemeinen Theta-Functionen beliebig vieler 
Variabein gelten, und unabhängig von der Theorie der algebraischen 
Integrale, zu einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein 
zu gelangen. Die Lösung dieser Aufgabe ist von Herrn Weber in 
der Abhandlung: „Theorie der Aberschen Functionen vom Geschlecht 
3, Berlin 1876" begonnen worden, und ich würde ausgehen können 
von dem auf S. 37 der angeführten Schrift aufgestellten Additions- 
theorem. Indessen sei es gestattet, die Grundeigenschaften der Theta* 
Functionen, auf denen dasselbe beruht, hier noch einmal darzustellen, 
und zwar mit Anwendung der Methoden und Bezeichnungen von Herrn 
Weierstrass, der mich zu dieser Arbeit angeregt hat. Der Inhalt 
der drei ersten Paragraphen rührt von Herrn Weierstrass her. 

Erster Theil. 

§ 1. 

Die allgemeinste Theta-Function von q Veränderlichen (w^ , Mj - • • «*?) 
ist definirt durch eine Reihe von der Form : 

WO G{u^ ' - > Uq] w, • • • Uq) eine ganze Function zweiten Grades der 
2q Grössen (w, • • • w^, w^ • • • n^) bedeutet, und für (w^ • • • n^) alle 
Systeme ganzer Zahlen zu setzen sind. Diese Function G lässt sich 
auf die Form bringen*): 

= G(U^ •••«*^; W, +V, .. •W^+V^) + 2Äi^[fta(Wa+Va)]+C, 



* 



) Diese Umformung ist nur dann unmöglich, wenn die Determinante der q^ 
Grössen -- — ^ — (a, ß = 1 , 2 • • • p) verschwindet: welchen Fall wir ausschliesseu. 

SCHOTTKY, AbePsche Funct. 1 



2 AbrisB einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein. 

wo G(W| • • • Mj, w, -|-Vi • • • w^ + v^) eine homogene Function zweiten 
Grades von m, • • • Uq, w^ + Vj • • • w^ + v^ ist, und ftj • • • f*^, v^* • -v^^ 

C, 2q-{-1 Constanten bedeuten. Die -^^X_Z Coefficienten der homo- 

genen Function G betrachten wir als unveränderliche Grossen, 
lii ' ' ' (i^f v^ ' • ' Vg dagegen als veränderlidhe Parameter, und bezeich- 
nen die Summe 

(1) ^t«"""'"' »'+"• ••'+""^''« <"«+'«> ] durch e(Mj ...«,; (i^,v, . ..(i„v,), 
oder, abgekürzt, durch 

Dies ist dann, bis auf einen constanten Factor, welcher noch 
hinzutreten kann, die allgemeinste O-Function. Die nothwendige und 
hinreichende Bedingung für die Convergenz der Beihe ist, dass der 
reelle Theil von (r(0 • • • 0, Vi • • • v^) für alle reellen Werthe von 
v^ - ' ' Vg einen negativen Werth habe. 

Zwei verschiedene Theta-Functionen lassen sich nun auf folgende 
Weise zu einander, in Beziehung setzen. Es seien 

Wi, W2 ' ' - Wg\ v{, i/j' • • • Vg 

2q neue unabhängige Grössen; alsdann lässt sich, wenn wir die 
linearen Ausdrücke 

-ö-T- G(Wi . • • 1// • • •) mit G{Wi • • - z/,' • . •)«> 

(«=1,2...(,) 
-^-,- G{wi • • • V,' • • •) mit 6r(te;,' . . . z;/ . . •)(>+«> 

bezeichnen, G(w, + w;/- "W, + i/j + Vi'-*0 in dieser Weise entwickeln: 

0(^1+^/ * • • ^1 + ^1 +^l' • • •) = ^{^i • • • Z'j' • • •) 

+ yjlUaG(W^''Vi'')a + {na+Va)GiW^'''V;'')g+a] + G(U^''ni + 
a=zl 

oder, da 

«=1 
ist: 

G (m, + ^i' • • **i + ^1 + ^i' • •) 

Daraus folgt, wenn wir Va mit — v«' vertauschen, und dann Wa+v«' 
für fia setzen: 
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Giu^-^w^' • • w, + i/i • •) = G{u^ • • w, +1/^ + 1// • •) 

a=l 

Wir setzen nun 

(2) G{w^^ v^''*\+a=27tiiia, G(w^ n'-O« = 2^7 

und 2oa' für wd. Alsdann ergiebt sich: 



^^2^1^^«' 



Daher: 



+ 27Ci^ [ila(na + Va + Va)] 

a 



(r(Wi+2Gj/--W, +l/i--) + 2%i^ [ft« (W„ + 1^«)] 
= G(Mi--W,+1/i +!//••) + 27Ci^ [(<*a+f*a') (^a + l'a + V«')] 

— 27ti^ [laVa + ^ [2l]aiUa + G)a) — ^i(laVa] . 
a= 1 a= 1 

Aus dieser Umformung des Exponenten in dem Reihen-Ausdruck der 
Function e(Wi4"2ß'i' • •; f*; ^) folgt: 

(3) . e «=i 0(^1 -f2cj/..; {*,!/) 

Wir fassen jetzt ft/ ' - fiq , v^ • • v^' als unabhängige Grössen auf. 
Dann ergiebt sich aus dem Gleichungssystem (2), dass die Grössen 
2Gia y 2ria lineare homogene Functionen derselben sind: 

(4) 2(0a=^ [2llß(Oaß+2Vß(X)aß'], Sl^a' =^ {ß ^^ l]aß + 2vß TJap'] 

(a = 1, 2 • • q). 
Den Ausdruck 



X/ i2l^a{Ua + (X)a)'-ni(''aVa]y 



a=l 

welcher eine lineare Function der q Variabein u, dagegen eine qua- 
dratische Function der 2q Grössen ft', v ist, bezeichnen wir durch 
i]{Ui ' * ' Uq] [i , v)] wir erhalten dann: 

1* 



4 Abrisß einer Theorie der Abel'schen Functionen dreier Variabein. 

(3) e 0(w,+2ß>i ••;;*, z/) = e 0(wi"5{*+f*,i^ + v). 

Die 4 9^ Grössen 20«^?, 2(0«^?, 2tjaßf 2iyJ^, welche hier als Coef- 
ficienten eines Systems linearer Functionen definirt sind, sind ganz- 
zahlige rationale Functionen der ^ ^"*" Coefficienten von G, Es 

müssen daher zwischen ihnen ^^ ^"" Relationen bestehen. Diese 

erhalten wir auf folgende Weise. 

Es seien \jl^ • • f*^? ^i • • v^ und f*/ • • ft^', v/ • • v^' zwei Systeme 
von je 2q unabhängigen Grössen ^ und 

20a = ^ [2f*/9 (Oaß + 2Vß (Daß], 21^« = ^ [2fi^ riaß+2Vß IJaß'], 
ß=l p=l 

2 (Oa = ^ [2 ft/ (Oaß + 2 V/ üaV] , 2 1^«' = ^ [2 ft/l^a/J + 2 v/l?«^] . 

Alsdann folgt; da die beiden Gleichungssysteme (2) und (4) gleich- 
zeitig bestehen: 

6r(2aJi • • — V^ • ')g+a = 27tiiia, G{2cD^ • • — i/j . .)„ == 2l]a, 

6r(2a)/- • — v,'- O^+a = 27ci(ia, G(2(o{* v/- •)„ = 21^«'. 

Nun ist; nach einem bekannten Satz über die quadratischen Formen: 

X, \2(odG{2(o^ • • — Vj • •)« — VaG(2a)^ • v, • O^+a] 



-± 



[2 Wo 6r(2G)/« — i// • •)« — Va G(2a)i' • • — v^' -\+a]' 



Folglich : 

(5) ^ [20«' . 2ria — 2ci)a • 2ria] = 27Ci ^ [flaVa — ^aVa] • 

a=:l a=:I 

Indem wir diese Gleichung specialisireU; erhalten wir: 

^[2c0aß • 2riaY — 2l?«^ • 2GJ«y] = 

(6) 2' P®»V • ^Vär - ^n»ß • 2o)«y] = 

« = 1 

^ { 2jti wenn j3 = y , 



^ ( Z7t% wenn p = y , 

2 [2«.V • 2,„, - 2,,<;^ . 2a,«,] = j ^ ^^^^ ^ ^ ^ 

Es sei jetzt {p^ • • • j)^, i?i • • • j?^) ein beliebiges System von 2q 
ganzen Zahlen; und 
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(«=1,2..(»). 
Dann folgt aus der Formel (3'): 

e e(Mi+2t3ri..;fA,v)=e 0(mi ••;<*+!>; ^ + 2)- 

Es ist aber, wie unmittelbar aus der analytischen Darstellung der 
Theta-Function hervorgeht, für ganze Zahlen Pj q: 

(7) GK • •;<*+!>, v + q) = e'''*^''"'"0(w, . .; fi, v). 
Daher erhalten wir: 

(8) e 0(Mi+2t3r, . .; ^, v) = e 0(t^i ••?<*; ^) • 

Dies ist die charakteristische Gleichung der Function 0(Wi--w^;fA,i/). 
Wissen wir von einer Function F{u^ • • w^), dass sie für alle endlichen 
Werthsysteme der Variabeln den Charakter einer ganzen rationalen 
Function besitzt, und für willkürliche ganze Zahlen p, q der Gleichung 

(8) genügt, so ist 

F{u^ • • Uq) = Const, Q{u^ ' • Uq\Hjv), 

Vorausgesetzt ist hierbei, dass die Grössen 20«^, 2oa'^, 21^«^, 2riaß 
die Gleichungen (6) befriedigen. Dies ist ein bekannter Satz. 

§2. 

Bilden wir jetzt ein Product von r Theta-Functionen: 
0(w, ..; fA(i),vW)0(Mi--; (t(2),i;(2)) . . .0(wi r-; ^('•),i;('-)) = TT(Mi --w^), 
so folgt aus (8), dass dieser Ausdruck der Bedingung 

(9) e ^ TT(Wi + 2e3r, • •) = e \\{u^*'Uq) 
genügt, wo 

ist. Dieselbe Gleichung gilt offenbar für das Product 

wo t?^^^ • • t;^*^". . • t;^'"^ • • v^'"^ rp Constanten sind, die nur den q Be- 
dingungen : 

v'^ + v'-^+ • - • + <' »0 (a = 1, 2 . . 9) 

ZU genügen brauchen. Jede Function, die für alle endlichen Werthe 
von u^^'Uq den Charakter einer ganzen rationalen l!\inction besitzt, 
und die in der Gleichung (9) ausgesprochene Bedingung erfüllt, nennen 
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wir eine ©-Function r^^^ Ordnung mit der Charakteristik (ft, v). Für 
diese gilt der folgende Fundamentalsatz: 

I. Alle Q-Functionen r*^ Ordnung, welche dieselbe Charakteristik 
haben, lassen sich linear und homogen durch r9 unter ihnen ausdrücken. 

Es sei TT(Wi • • w^) irgend eine solche Function, die der Gleichung 
(9) genügt. Wir können aus dieser ein ganzes System von Aus- 
drücken bilden, deren jeder dieselbe Gleichung erfüllt. Wir bezeichnen 
zu diesem Zweck mit ft/ • • f*^', v( • • v^ ein System von 2q willkür- 
lichen Grossen, und setzen: 

2 räa' =^ [2 II ß (Dafi + 2 Vß CJaß] , 2 1^«' =^ [2 flß riaß + 2 Vß riaß] , 

(10) r''^^"'''''''''^n(Mi+2^/ . . = n(M, . .; ii\ v). 

Wenn für ft', v ganze Zahlen p, q gesetzt werden, so ist der 
Gleichung (9) zufolge: 

(11) n(wj ••;!>; 5) = ö n(w, .. .)• 



Sind jetzt fi," • • ft^", v(' • • i/^" 2 p neue Variable und 2oa", 21^«" 
die entsprechenden linearen Functionen derselben, so folgt aus Glei- 
chung (10): 

Nun ist 

iy (M^ . . ; fi' + ft", 1/' + 1/") =^ [(2 l^a' +2 via) [Ua + <»«' + ««") 

iy (Wj + 2 O/' • . 5 fi', 1/') =^ [2 iy«' (Wa + 2 CDa + »«') — JT i fi«' 1/«'] , 

Daraus folgt: 

Es ist aber nach Formel (5) 

Folglich : 

iy(wi..5fi' + fi'>' + z/")— ^K+2ö/'.-;fi', 1/') 

= iy(Mi . . ; fi", r") — 2%i^{^aVa) . 
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Demnach ergiebt sich: 

/10\ — '■'/("l- • J /*' J** ) TT / I O /' ' '\ 

(12) e TT(üi+2oii ••;fA,i;) 

Setzen wir hier für /*', v' ganze Zahlen j), g, so ist nach Formel (11) 



TT(Mi + 2ß}, ••;i);2)==e TT(m,+2gji •••). 



Da aber 



— ri7(«i..;/t",r") i o~ // \ tt/ '/ '/\ 



ist, so folgt: 

(13) n(%..;ft"+i), i/" + g)=e''''^^^«^''«+''«^-^«''«^n(w, ..; f*",i/")- 

Aus diesen beiden Gleichungen (12) und (13) entspringt nun, indem 
wir für ft", v" ganze Zahlen jp, g setzen, die charakteristische Gleichung 
für die Function TT (te, • • 5 ft', ?/) : 

(14) e TT(Wi + 2t3rj--5 ft,i/) 

= e TT(t*i';*fA, v). 

Diese Formel lehrt zugleich, dass, wenn wir die Grössen /*', v als 
rationale Zahlen mit dem Nenner r annehmen, die Functionen 
17(^1 •.; ft', v) sämmtlich die Gleichung (9) befriedigen. Wir setzen 
nun die Grössen v sämmtlich gleich Null, dagegen 

^«' = -7-; («=1, 2. .(>), 

wo jede der Zahlen tfj, S^ * - Sg einen der Werthe 0, 1, 2 • • r — 1 
haben soll. Da es rv solche Systeme giebt, erhalten wir somit r^ 

verschiedene Functionen TT (w, • • ; — , 0) . Wir setzen ferner in der 

Gleichung (12) für Vj" • • r^" ganze Zahlen, für ft/' • • ft^" irgendwelche 
rationale Zahlen mit dem Nenner r. Dann erhalten wir: 

e " n(«,+2<'..;|,0) = nK..;^,g). 

Setzen wir nun 



r r 



wo 8^ • • #^ wiederum Zahlen der Reihe 0, 1 • • r — 1, und P^' - Pg 
ganze Zahlen sind, so ist nach Formel (13): 
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Folglich: 

(15) y.^ ' ' '' ^ 

= e ^ '^ ^e ^ n(w,..;-,0). 

Wenn wir in dieser Formel für d^, d^ - ' 8^ alle r^ verschiedenen Zahl- 
systeme setzen ; so durchlaufen tf,' • • dff dieselben Werthe. Setzen 
wir also 

(die Summe erstreckt über alle r9 Systeme der Zahlen d), so ist 

(16) e ^ fi^(w,+2cö, ...)=e v »^ ''/ö(m,.«-). 

Wir setzen jetzt 

Dann ist 

Daraus geht hervor^ dass die Formel (15) vollständig übereinstimmt 
mit der in (8) gegebenen charakteristischen Gleichung der Function 

V 

0(Wi-« ; fi, v), wenn wir in derselben die Grössen v« ersetzen durch — ^, 

(Daß durch — ^, rjaß durch rrjafi. Da aber die Relationen (6) bestehen 
bleiben^ wenn wir die Grössen cOaß, coa^, rjaß, fiaß ersetzen durch: 

OD o 

-^^} ^aßy Vaß} ^Vaß} SO ist durch die Gleichung (15), dem zuletzt in 

§ 1 angeführten Satz zufolge, ^(Wi • • Uq) bis auf einen constanten 
Factor vollständig bestimmt, und zwar 

S{u^ ' ' Uq) = Const. 0''(mj ' ' Uq] f*, — ), 

wo Q''\Ui ' ' Uq] II, —j diejenige Function ist, die aus 0(w, • • w^; (i, ~) 

durch die angegebene Vertauschung der Grössen (o und ij entsteht. 
Wir erhalten also: 
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(17) y [e-*'"^(-^)n(M. • • ; 1, 0)] = Const. 0'-(i«, • • u,] (i, f ) • 

Die Gleichung (15) bleibt ungeändert, wenn wir v, • • v^ um be- 
liebige ganze Zahlen vermehren. Daraus folgt, dass auch die Gleichung: 

(18) V[e-*"'^L-^^y^]n(«,..;l,O)]=K..n,)0^(M,..M,;^^^ 

besteht. Hier geben wir jeder der Zahlen n die Werthe 0, 1 • • r — 1, 
und Summiren über die rP verschiedenen Systeme. Dann ist 

2\f ^] 



= 0, wenn irgend eine der Zahlen dj • • tf^ von verschieden ist, da- 
gegen = r^j wenn alle diese Zahlen gleich sind. Daraus ergiebt sich : 

(19) n(ti,..w,) = r-cVr(^r-^^)e'-(t^r-w^;f';^)l- 

(n) ^ -' 

Hiermit ist der aufgestellte Satz bewiesen. Denn es ist TT(W| • • u^ 
dargestellt durch r? bestimmte Functionen. Jede derselben ist (wie 
aus (18) hervorgeht) eine Theta-Function r*®" Grades mit der Charak- 
teristik (fi, v). Zwischen diesen r^ Grössen besteht keine lineare 
Gleichung. Denn aus der Formel (19) lässt sich rückwärts die Gleich- 
ung (18) ableiten; nehmen wir also in (19) TT(w, • • m^) = an, so 
folgt aus (18), dass die sämmtlichen Coefficienten (n^ • • n^ gleich 
sein müssen. 

§ 3. 

Wir machen jetzt die Voraussetzung, dass TT(Wi • • w^) eine grade 
oder eine ungrade Function ist: 

(20) TT( — Wi • w^) = xTT(t*i • • w^); ^ = + 1- 

Geben wir in der Gleichung (9) den Grössen Wi • • w^; i?i • . jp^; 2i • • 3^ 
die entgegengesetzten Werthe, so erhalten wir, da 

iy(— Ml w^5-i>, — «) = '»?(Wi • -w^;!?, q) 

ist: 

Daraus folgt, dass, wenn die Voraussetzung (20) erfüllt sein soll, der 
Ausdruck 

für alle ganzzahligen Werthe der Grössen p, q selbst eine ganze Zahl 
sein muss. Es müssen deshalb lii * ' [Iq, v^ ' • Vq die Hälften ganzer 
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Zahlen sein. Da die Gleichung (9) nicht geändert wird, wenn wir zu 
(ii • ' ^Qy v^ * ' v^ beliebige ganze Zahlen hinzufügen, so können wir an- 
nehmen; dass jede der Grössen ^j • • f*?; ^i • • ^^ den Werth oder ^ hat. 
Es ist nun 

Hieraus folgt, wenn wir den Variabein Wj • • m^ die entgegenge- 
setzten Werthe geben^ da, wie aus der analytischen Darstellung dieser 
Function ersichtlich ist, 

0(— Wi Ug] —fl, —V) = Q(U^"U^] ily V), 

(n) ^ 

Wir können nun setzen: 

-l^a = (^.+Pa, ""%"''' =—^ + qa. (« = 1,2.. 9), 

WO J9i • • jP^? Q\ ' ' Qq ganze Zahlen , und (w/ • • w^') ein bestimmtes zu 
(^1 • • n^) coujugirtes System von Zahlen ist, deren jede einen der 
Werthe 0, 1 , 2 • • r — 1 hat. Es ist dann nach Formel (7): 






— )== e ^ 

r 

Daher erhalten wir: 



» 

Diese Formel muss mit der ursprünglichen identisch sein; daraus er- 
giebt sich: 

(21) (w/ . . fhg) == X (Wi • • w^) e * »^ 

Die Systeme (w) und (w') sind verbunden durch die q Congruenzen: 

w« + ^a + 2va ^ mod r. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder das System (w') 
fällt zusammen mit dem System (w). Diese sich selbst conjugirten 
Systeme bezeichnen wir durch (a). Für dieselben ist 

2aa + 2va ^^ mod r. 

Oder es fällt (n) nicht mit (w') zusammen. Diese paarweise vorkom* 
menden Systeme bezeichnen wir durch (&) und (6'); es ist dann: 
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(6) *- 

Bezeichnen wir mit a die Anzahl der Systeme (a), so ist die Anzahl 

der Glieder in der zweiten Summe = — - — . Die Coeffieienten (ai««»^) 
sind, wie aus (21) hervorgeht, nur dann von verschieden, wenn 

ist. Es sind jetzt verschiedene Fälle zu unterscheiden: 

I. Es sei r grade und alle Grössen f*«, v« gleich Null. Dann 
sind die Systeme (a) bestimmt durch die Congruenzen 

2aa ^^ Omod r. 

Es kann also a« == 0, und a« = ^ gesetzt werden. Die Anzahl 
cc der Systeme a ist demnach = 2^ . Es ist aber 

folglich («1 • • a^) = 0, wenn jc = — L Daraus ergiebt sich, dass die 
Anzahl m der Functionen, durch welche TT(Wi • - u^) dargestellt ist, 

= — - — ist, wenn TT eme ungrade, und = — ^ — , wenn TT eme 

grade Function ist. 

II. Es sei r grade, und nicht alle Grössen f*«, t;„ = 0. 
Dann sind die Congruenzen 

2aa + 2va ^ mod r 

unlösbar; es ist also a = 0, und daher m = — • 

III. Es sei r ungrade. 
Dann erlauben die Congruenzen 

2aa + 2va ^ mod r 
eine einzige Lösung; nämlich 

a„ == wenn v^ = , 

r— 1 , 

a« = — g— wenn z/„ = ^. 

In jedem Falle ist also 

«« + ^a = ^V«, 

folglich 

/"•^ ^^ =(-1) ''". 
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Es ist also m= — ~— , wenn x(— 1) = + 1; und m = — - — , 

wenn 3c(— l/*'*«'« =_ 1 ist. 

§4. 

Wir haben gesehen, dass nur solche Theta-Functionen grade oder 
ungrade sein können, deren Charakteristik durch rationale Zahlen mit 
dem Nenner 2 gebildet wird. Gleichzeitig geht aus der Definition in 
§ 2 hervor, dass die Charakteristik nicht geändert wird, wenn wir 
jede der Grossen, aus denen sie besteht, um eine ganze Zahl ver- 
mehren. Wir setzen deshalb : 

und setzen fest, dass jede dieser Grössen d , s den Werth oder 1 
haben soll. Es ist dann: 

Dies ist aber, der Formel (7) zufolge. 

Mithin ist" ©(w^ • • w^; ^d , ^s) eine grade oder ungrade Function, je 
nachdem Ssa^a ^^^^ grade oder ungrade Zahl ist. Demnach unter- 
scheiden wir grade und ungrade Charakteristiken. Jede dieser 4* Cha- 
rakteristiken bezeichnen wir durch einen Index; speciell diejenige, in 
der die sämmtlichen Grössen d, b gleich Null sind, durch den Index 0. 
Greift man eine Reihe von Indices: a, 6 • • e willkürlich heraus, 
so giebt es einen bestimmten Index m von der Beschaffenheit, dass 

a« + a* j 1- d' = d'^mod2, 

£« 4-«» _| (-«*=«•» mod 2. 

a * a * ' a a 

Wir sagen dann: der Index m entsteht durch Zusammensetzung von 
a,b - ' e und bezeichnen dies dadurch, dass wir setzen: m ^^^ ab - - e. 
Die Reihenfolge der Zusammensetzung ist hiernach gleichgültig; ferner 
ist klar, dass zwei gleiche Indices sich in der Zusammensetzung auf- 
heben, und dass eine Zusammensetzung mit dem Index keine Aen- 
derung hervorbringt. Demnach ist ab = ba, abb '^ a, Oa = a. 
Zu jedem Index a gehört ein bestimmtes System halber Perioden: 

Die Function 

werde bezeichnet durch ^(W| • -w^)«. Es folgt dann aus der Glei- 
chung (3'): 
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- — £«* tf« 
Nun ist 

y^o p^ ' ' p^, q^ ' • q^ ganze Zahlen bedeuten; demnach ist 

Daraus geht hervor: 

wo 6; a eine bestimmte von den Indices a, b abhängige Zahl bedeutet, 
dargestellt durch: 

(24) ha^^l-e'X+el'idl + öl-dl')]. 



a 



Man erkennt nun leicht, dass es auf mannichfache Weise möglich 
sein wird, 2q primitive Indices auszuwählen, durch deren sämmtliche 
Combinationen alle 4^ Indices, mit Ausnahme des Index 0, dargestellt 
werden können. Am einfachsten bietet sich zunächst dasjenige System 
dar, welches den primitiven Perioden entspricht. Wir bezeichnen durch 
den Index a« diejenige Charakteristik, in der sämmtliche Grössen 
£, , ^2 • • ^^ gleich Null sind, und ebenso alle Grössen *i, ^2 * ' *C> ™jt 
Ausnahme von da] ebenso durch 6„ diejenige Charakteristik, in der 
£« = 1, alle übrigen Grössen d^, 82 - - Sg, e^j 82 * - £q aber gleich Null 
sind. Es ist dann klar, dass durch die Combinationen dieser 2^ In- 
dices der Index nicht,« dagegen alle übrigen Indices, und zwar nur 
auf eine Weise , dargestellt werden" können. Zur Vereinfachung führen 
wir ausser diesen 2q primitiven noch die zusammengesetzten Indices ein: 

öj bi = Cj , .«2^2 = ^2 * * ' ^Q^Q '^^ ^?* 

Es sei nun m ein beliebiger Index, und zunächst dargestellt durch 
eine Combination der primitiven «i • • a^, 61 • • bg. Wenn in diesem 
Ausdruck a^ und &^, o*der ^2 und ^2; ^* ^* ^' gleichzeitig vorkommen, 
so ersetzen wir diese Paare durch e^, c^ u. s. f. Dadurch erhalten 
wir einen Ausdruck, der aus höchstens q Gliedern besteht, und das 
Kriterium, ob m ein grader oder ungrader Index ist, ist offenbar 
folgendes: m ist grade, wenn die Anzahl der in dem reducirten Aus- 
druck von m vorkommenden Grössen c eine grade, und ungrade, wenn 
diese Anzahl ungrade ist. So ist z. B. der Index a, b^ b^ = c^ 62 un- 
grade, a^b^C2Cc^ dagegen grade. Wir suchen jetzt eine andere Be- 
zeichnungsweise, bei der die graden und ungraden Indices in gesonderten 
Gruppen auftreten. 
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Wir nehmen zuerst an, es sei q eine ungrade Zahl; und definiren 
das folgende System von 2q-j-1 Indices: 

«1 = «1 ^2 ^3 ^e+1 ^« = *1 ^2 ^3 • • • • ^(»+i 

2 " 2 

«2 = 0^2 ^3 ^4 <?£-f3 

2 



(25) «£4^ = g ^+i Cg+3 Cp^5 • • Cq 

2 2 2 4 

2 "~2~ 2 



^2 ■= 


iftjCa 


• • • • 


• C^ + s 
2 


• 

ßQ+l = 
2 


• • 

2 


• • 

2 


• • 


/^? + 3 = 
2 


= 6^ + 3 
2 


2 


• • 


ß, = 


■h^c^ 


^2 • • • 


• Cq^I 



~2~ 2 

y = C|C2C3 • • C^. 

Verstehen wir unter c^^x dasselbe wie Ci, so ist allgemein: 

«;i = ClXCl^l CX^2CXJ^3 • • g^ Q-l 

Ä j. ' (^ = 1, 2..(») 

P;i = C>;iC;i+iC;i4.2C;i+3 • • c, . ^-1 

*+ 2 
y =ClC2C3 C^-l€^. 

Diese 2(^4' 1 Indices sind hier dargestellt in der reducirten Form. 
Man erkennt daher sofort^ dass y ungrade ist; ax und ßx sind grade 

oder ungrade^ je nachdem ^"7 eine grade oder ungrade Zahl ist; 

d. h. grade, wenn Q ^ l mod 4, ungrade, wenn q^S mod 4. 

Wir bilden jetzt die Gombinationen dieser Grössen. Combiniren wir 

zunächst y und ax, so heben sich die in beiden Indices vorkommenden 

Grössen Cx^i, Cx^2 • • c ^.-i auf, cj verbindet sich mit ax zu bx* Der 

^+ 2 

reducirte Index yccx enthält also ^~ Grössen c. Dasselbe gilt von 

yßx. Mithin sind auch yccx und yßx grade, wenn q ^ 1 mod 4, 
ungrade, wenn 9 ^z 3 mod 4. 

Wir combiniren jetzt zwei verschiedene der Grössen a^, aj . . a^, 
ßi9 ß2 * ' ß^' Zunächst ist offenbar axßx = cx ungrade, und yccxßx grade. 
Setzen wir jetzt _ 

«Z = (lxCx^lCx+2 • C^ ^ Q-i , 

■^ 2 

«/* = a^ c^^+i c^+2 • • c £—1 • 

^+ 2 

Es soll A ^ f* sein; ax soll sowohl a;i als bx, a^ sowohl a^ als 6^ be- 
deuten können. Es sei 

A ^ fi + V mod 9 . 
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Wir können annehmen , dass v eine Zahl der Reihe 1 , 2 • • ^~ ist 
(andernfalls vertauschen wir A und /x). Dann ist 






Da die Zahl ^ + v in der Reihe ft + 1 • • ^ + --5— vorkommt, so 
können wir a^ zerlegen in 

a^+r in: 

Wir erhalten also, da sich a^+r mit c^+v zu 6^+^ ergänzt: 



«/i «/<+»== Ö5/U ft^+v^/M+l ' * C/u+r-l ^ , ?+i 



>— 1 • 



Dieser Index ist in seiner reducirten Form, und enthält 2v — 1 

Grössen c. Es ist also «^0:^4.^ ungrade. Bildet man endlich ya^a^4.y, 
so heben sich diese 2i/ — 1 Grössen c fort, und c^, c^^^ ergänzen sich 

mit a^6^-|_r zu fe^a^^+y. Der reducirte Ausdruck von ya^a^+v enthält 

also p — (2v — 1) — 2 Grössen c\ mithin ist ya^a^+y ein grader Index. 

.Bezeichnen wir jetzt die Indices a^, «2 * ' ^^7 ßii ß2 ' ' ß^ ^^ irgend 
einer Reihenfolge durch m^, Wj • • m2^, und y durch m, so ist, wie 
wir bewiesen haben: 

m ungrade, mxtni ungrade, mnixfnx grade 

(x< X). 

nix und mmx grade für (> ^ 1 mod 4, 
ungrade für (> ^ 3 mod 4. 

Wj, Wj • • m2^ ist, wie aus (24) hervorgeht, ein vollständiges System 
primitiver Indices, und 

Wir bezeichnen nun in dem ersten Fall 9 e^ 1 mod 4 

m, w, , mj • • m2^ 
in irgend einer Reihenfolge durch die Zahlen: 

1, 2y 3 "2q + 1 
und setzen ausserdem m = s. Dann ist 
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e ungrade , 

SK grade (;c = 1, 2 • • 2(> + 1), 

sxX grade (x, A == 1, 2 • • 2^ + 1; xK l). 

In dem zweiten Falle ^ ^ 3 mod 4 bezeichnen wir ebenfalls die Indices 

durch die Zahlen 

1,2,3 .2p+l, 
setzen aber « = 0. Dann ist 

€ grade ; 

6x ungrade (x = 1, 2 • • 2(> + 1), 

6x1 ungrade {x, A = 1, 2 • • 2(> + 1; x ^ A). 

Nehmen wir jetzt an, dass q eine grade Zahl ist; dann setzen wir 
^ = 9' -j- 1 und bilden aus «i, «2 * * ^?'» ^17 ^2 * ' V ^^® Grossen 
iw, m, , m2 • • fih^'. Wir haben jetzt wieder die Fälle zu unterscheiden: 
Q ^2 mod 4, und q^O mod 4; oder q ^ 1 mod 4 und p' ^ 3 mod 4. 

Im ersten Falle q^2 mod 4 bezeichnen wir mit 

1, 2,3..2p + l 
die Indices 

mj, »»2 • • mg^-; ma^, nibg, mc^ , 
und setzen ausserdem 

Dann ist s ungrade, sx ist ebenfalls ungrade für ^«==1, 2.,2p-t-l. 
Denn da m^ grade ist, und weder a^, noch 6^, noch Cq enthält, so ist 
c^mn ungrade; ferner, da m ungrade ist, und a^, 6^, Cq nicht enthält, 
so ist auch Cgina^ = mb^, Cqtnhq == ma^y Cgmcg = m ungrade. Ferner 
ist sxX stets grade. Denn da m^fni ungrade ist, so ist ^^m^ma grade; 
da mnix grade ist, so sind auch Cgma^mte = iqfnmxj c^m'bqmx^^ a^mm», 
und CQmcgmx = nimx grade. Endlich istc^wa^rnft^ =0, CQmaqincq = 6^, 
CqmhqmcQ = a^; also auch diese Indices sind grade. Demnach ist für 
diesen Fall: 

£ ungrade, 

£x ungrade (x = 1, 2 • • 2(> + 1), 

sx^. grade (jc, A = 1, 2 • • 2p+ 1; x ^ A). 

Es bleibt noch der Fall übrig: 9^0 oder (>' ^ 3 mod 4. In diesem 
setzen wir £ = 0, und bezeichnen mit 1, 2 • • 2p -j- 1 die Indices: 

Cgin, CQfn^, Cgin^ • • c^w*2^'; a^, &^. 

Diese sind säramtlich grade, da m, m, • • m2q' ungrade sind. Die Com- 
binationen je zweier verschiedenen sind aber ungrade. Denn erstens 
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ist offenbar a^b^ = c^ ungrade. Wenn wir zweitens ag und b^ mit den 
übrigen combiniren^ so erhalten wir 

.6^m, b^m^ etc.; a^m, a^m^ etc. 

Diese sind ungrade ; da ntfin^ etc. ungerade sind. Combiniren wir 
drittens die Grössen c^ntfC^m^ . .c^m2^' unter einander, so erhalten wir: 

mw,, mmj, etc. ^1*^2, m^m^, ^2^3 * " 

Dass diese ungrade sind, haben wir schon bei Erörterung des Falles 
Q^3 mod 4 gesehen. Wir erhalten also : 

B grade, 

€7t grade (x = 1, 2 • • 2p + 1), 

sxX ungrade (x, A = 1, 2 • • 2(> + 1; x^ A). 

Wir bezeichnen jetzt, wenn n ein beliebiger Index ist, mit [w] eine 
Grösse, welche = oder 1 ist, je nachdem n ein grader oder ungrader 
Index ist. Diese Grösse wird dargestellt durch die Summe: 

a = l 

Es handelt sich jetzt darum, wenn a ein Index ist, der durch eine be- 
stimmte Anzahl Je von einander verschiedener Indices der Reihe 
1, 2 • • 2() + 1 ausgedrückt ist, den Werth von [«a] zu finden. Hierzu 
ist ein Hülfssatz nöthig. 

Es seien l, m,n drei beliebige Indices; dann ist 

oder, da 

a a * a * a ' 

C^ = 3'^ + r + 8lmod2, 
[Imn] = ^[« + a^ + .:;) (^„ + <r + r)] • 

a = l 

Diese Summe kann in folgender Weise geschrieben werden: 

^[(c+^:x<^+*:)+(«:+<)(*:+<)+«+cx*i+c)] 

a = l 
a = 1 

Mithin ist 

[Imn] ^E [mn] + [nT] + P^] + U] + M + M mod 2. 

ScHOTTKY, Abel'Bche Funct. 2 
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Es sei nun a ein Index, der durch eine üombination von k ver- 
schiedenen Indices der Reihe 1,2 * - 2q -^ 1 entsteht. Zwei dieser in 
a vorkommenden Indices seien x, A; dann ist a = xka\ wo a zwei 
Indices weniger enthält. Es ist nun, wenn man in der letzten Formel 
l = sa\ m =^ X, n = k setzt: 

[£a xA] ^ [sax] + [«a A] + («^) + [f «'] + M + W . 
Gleichzeitig ist aber 

[sxk-] = [ex-] + [£AJ + [xA] + [a] + [x] + [A]. 
Mithin 
[saxk'] ^ [aa'x] + [Bak] + [ea ] + [«xA] + [««] + [«A] + [e]. 

Nun ist in allen vier Fällen sxl grade, wenn e ungrade ist, und umge- 
kehrt; femer sx, ek gleichzeitig grade oder ungrade; daher ist 

[«xA] + [£x] + [«A] + [a] = 1 mod 2; 
mithin 

[eaxX] ^ [fia'x] + [aa A] + [^ö^] + !• 

Wenn wir nun bewiesen haben , dass für alle Combinationen a' von 
der Ordnung Je — 2, [bü] denselben Werth hat, und dass dasselbe gilt 
für alle Combinationen a x, a A etc. von der Ordnung k — 1, so geht 
aus dieser Formel hervor, dass auch für alle Gombmationen a von der 
Ordnung Je [ad] denselben Werth hat; und zwar ist dieser Werth ent- 
gegengesetzt dem von [aa']. Es hat also, wenn x, A, ^, v etc. irgend 
welche verschiedene Indices der Reihe 

1,2, ..2p + 1 

sind, [exA^] den entgegengesetzten Werth von [ax], [sxlfiv] den 
entgegengesetzten Werth von [axA] und denselben wie [a], u. s. f. Mit 
Hülfe dieses Resultats ergiebt nun die Betrachtung der vier verschiedenen 
Fälle, dass ea ein grader Index ist, wenn a durch eine Combination 
von Q oder (> + 1 verschiedenen primitiven Indices entsteht. Daraus 
geht sofort hervor, dass sa ein grader Index ist, wenn die Anzahl Je 
der Glieder, aus denen a besteht, ^ q oder ^ p -f- 1 mod 4 ist, dagegen 
ein ungrader, wenn Je^ q — l oder ^ ^ + 2 mod 4 ist. Somit ist 
folgender Satz bewiesen: 

II. Es ist möglich y ein System primitiver Indices 

1,2, 3. .2(> + 1 

wnd einen ausgezeichneten s so m wählen y dctss ea ein grader Index 
ist, wenn die Anzahl der primitiven Indices y aus denen a zusammen- 
gesetzt ist, ^ Q oder ^ q -{- 1 mod 4 isty dagegen ein ungrader, wenn 
diese Anzahl ^ p + 2 oder ^ g — 1 mod 4 ist. 

Durch die Combination aller primitiven Indices geht, wie alle vier 
Fälle zeigen, der Index hervor. Demnach kann jeder Index auf zwei- 
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fache Weise in der Form sa dargestellt werden: w = «a, und m = sa. 
In a und a eusammen sind dann alle 2^ -4- 1 ludices enthalten; daher 
enthält die eine Combination stets weniger als (> + 1 , die andere stets 
mehr als q Glieder, die eine Combination eine grade Anzahl, die andere 
eine ungrade. 

§5. 
Wir wählen für (> = 3 ein System primitiver Indices 

1, 2, 3 . . 7 

in der Art, wie im vorigen § angegeben wurde, indem wir 6 = an- 
nehmen (diese Indices bezeichnen wir zum Unterschiede von den all- 
gemeinen durch griechische Buchstaben). Es lassen sich dann alle 
64 Indices durch die 64 Combinationen 0, k, xl, xkfi darstellen, und 
zwar sind durch die 28 Combinationen x und xk die ungraden, durch 
die 36 Combinationen und 9eA^ die graden dargestellt. Indessen kann 
auch jeder Index durch eine höhere Combination ausgedrückt werden; 

es ist nämlich, wenn 

X, A,^, a,/3, y,* 

die Indices 1, 2 • • 7 in irgend einer Reihenfolge bedeuten: 

= xkiiaßyd, x = kfiaßyd, xl = (laßyd, xkfi = aßyd . 

Es seien jetzt w, w', w" drei unabhängige Veränderliche, v, v\ xl' 
und w^ w, w" zwei constante Werthsysteme derselben, und Ä;, Z, m drei 
beliebige Indices. Alsdann erhalten wir, wenn wir in dem Ausdruck 

e(M+v, w'-f v,M"-f v"; i**«,i£*«) 0(w— V, w'— v',w'— t;";^«'«,^«'«) 
a == 0, 1, 2 • • 7 setzen, 8 Theta- Functionen zweiten Grades mit der 
Charakteristik (i**', i«*')* -^^^^ ebensolche Function ist 

e(M-{-w?, w' + w?';W"-f-w?";-^tf*"»,^£*^)0(M— w, w' — w jU — w"; ^5'"», «'"»). 

Zwischen diesen ^ -\-\ Ausdrücken muss, dem Satz (I.) zufolge, eine 
lineare homogene Gleichung bestehen: 

fQ(u + w • •; i**^, i«*^) Ö(w — «;••; 4-5'"», ^a'"») 



a = 

deren Coefficientön /*, /o> /i • • f? von w, w, ml' unabhängig sind. Um 
diese zu bestimmen, verfahren wir so: 

Es sei ß irgend einer der Indices 0, 1, 2 • • 7. Wir vermehren 
dann die Variabein um dasjenige halbe Periodensystem, welches zu dem 
Index Iß gehört. Multipliciren wir dann noch die gefundene Gleichung 
mit dem Factor 






80 ergiebt sich, vermöge Formel (23): 

2* 
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ilß'.km-Jirlß; '»» ^0 (^ + <^ . . . ^d^lmß^ ^B^lrnß^ e(w]— W • • ', -J■*^^ l«'"^ 
7 



a = 

Jetzt setzen wir w= v, M't=t;', ^" = ^"5 dann verwandelt sich die 

rechte Seite dieser Gleichung in: 

7 
^[im ka + ifiMaf^Q(2v, 2v, 2 i;" ; ^ **'«/', i«*'«i*) 0(0, 0, 0; i*«/*, ^««01 • 

a = 

Es ist aber aß ein ungrader Index, wenn nicht a «= j8 ist; daher: 

e(o,o,o,id..,t..,)_{»';7/^^' 

10(0, 0, 0; 0, 0) wenn a = ß. 
Wir erhalten daher, wenn wir die Constante 

0(0, 0,0; 0,0) mit Co 
bezeichnen : 

^fßC, 0(2«;, 2v\ 2t;"; i«*', ^a*') . 

Hierdurch sind die Coefficienten bestimmt, und es ergiebt sich die 
Gleichung : 

(26) Co0(2v..;i**',^£*O0(w+w--;i**^i«*'")9(w— w^'-ji^'^i«'*") 

7 
= ^[i[*«»'«i'n«]0(t; + M;..;^d*"»«, ^£*""«) 0(v — W?-- ; 4^5"»«,^ f»»«) 

X0(w + «;-.;i**«,i£*«) 0(w — v-;i*'",i f'"")], 
wo 

[Ä, Z, m] = ?; Am + Z; Zm — Z; A; — l\l 
ist. Es ist nun zufolge (24): 

Z; Äw = T^[— «'^*'" + «*"" (*' + **"* — d*"")], 
Z; Zm = ^[— ^'*"" + «'^ (*' + *"" — *"*)]. 
Z; Ä = ^f^"" *'** + ^' ^*' + ** — **')]; 

Daraus ergiebt sich: 

(27) [Ä, Z, W] = V [«' (— d*"» - d"" + d* + *0 + £*"» (*' + d*m_ ^fcim) 

+ «»« (Ö' + d"» - d^) _ fi*i ( d' -f. d* — d*')] . 

In diesem Ausdruck ist jedes e mit einer graden Zahl multiplicirt. Da 
wir nun [kyl,m\ nur modulo 4 zu betrachten haben, so können wir 
«', «*'"», «"*, €*' ersetzen durch andere Werthe, die ihnen modulo 2 con- 
gruent sind. 
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Wir denken uns die drei Indices JCj l, m dargestellt durch Com- 
binationen von einander verschiedener primitiver Indices: 

(28) Ä = X, «2 • •> i = ^1 ^2 ' •> ^ = ^1 ^2 • •> 

und zwar wählen wir, da dies auf zweifache Weise geschehen kann, 
stets diejenige Darstellung^ die aus einer graden Anzahl fon Gliedern 
besteht. Es sei nun n der Complex derjenigen primitiven Indices, die 
in allen drei Ausdrücken von h^l^m gleichzeitig enthalten sind. Als- 
dann können wir setzen: 

und es giebt jetzt keinen primitiven Index, der in ä;', T, m gleichzeitig 
enthalten wäre. Es sei ferner p der Complex derjenigen Indices, die 
in V und m gleichzeitig enthalten sind; q derer, die in m und ä;', 
r derjenigen, die in Tc' und l' gleichzeitig vorkommen. Dadurch dass 
wir diese absondern, zerfällt jeder der drei Ausdrücke (28) in vier Theile 

(29) Ä = ngrs, ? = wrjjf , m^=npq^u. 

'^7 Pf Q.y ^? ^j ^f ^ s^^^ dann sieben verschiedene Complexe, und so 
beschaffen, dass ein primitiver Index, der in einem derselben vor- 
kommt, in keinem der übrigen enthalten ist. Wenn wir jetzt die 
Indices %, ü, m zusammensetzen, so erhalten wir: 

(30) Im = qrtu, mJc = rpus, kl =pqsty leim = nstu. 

Diese Indices sind hierdurch gleichfalls dargestellt als Combinationen 
von einander verschiedener primitiver Indices, und zwar müssen diese 
Darstellungen, da immer eine grade Anzahl von Gliedern fortgefallen 
ist, wiederum jede aus einer graden Anzahl von Gliedern bestehen. 
Wir führen jetzt folgende Definition ein : 

Es sei Je ein beliebiger Index. Diesen stellen wir dar durch eine 
grade Anzahl von einander verschiedener primitiver Indices (was nur 
auf eine Weise möglich ist), und bezeichnen durch (?* die Summe: 

(j* = (s^i -f <y«a + etc. , 

ausgedehnt über alle Indices x^, X2, etc., die ii; dem Ausdruck von k 
enthalten sind. Da nun offenbar 0* ^ «* mod 2, so können wir in 
dem Ausdruck (27) die Grössen 8 durch diese ö ersetzen. Indem wir 
dann diejenigen Glieder zusammenfassen, die mit dersielben Grösse d 
multiplicirt sind, erhalten wir: 

(31) [Ä, Z, mj=yjl— **((?*' — <?') — *'((?*' — (?' — (?*'"» — <?"») — d'^ö^ 

-f *"» ((?"» — 0i) -f d*"» (<?*'"» — ö^) + d*'(?*' — 5*'»»<y*'»»] mod 4. 

Da nun die in l enthaltenen primitiven Indices in vier Gruppen n, r, p, t 
zerfallen, so zerfällt die über diese Indices ausgedehnte Summe in 
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vier Partialsummeii; die diesen Gruppen entsprechen: N, B, P, T. 
Es ist also 

<y' = JV+Ü + P+T. 
Folglich 

a^i^a'=Q^S — N—B. 
Da aber 

ist, so folgt: 

<y*i — <y' = (J* — 2 (JV^+ R). 

Nun ist aber 

JV+ JR = «« + fi»- = «»'• mod 2; 

mithin ergiebt sich: 

(?*' — <y' ^ <y* + 2««'* mod 4. 

Auf dieselbe Weise finden wir: 

(?"» — (?' ^EE <y'"» + 28*"* mod 4, 
(y*«m — (ji ^ (Jim -j_ 2£'-i' mod 4. 

Setzen wir diese vier Ausdrücke in die Gleichung (31) ein, so zerfällt 
der Ausdruck auf der rechten Seite in zwei Theile: 

(32) {1c,l,m] = [{Je, l, w)] + 2 (Je, l, m) mod 4, 
von denen der erste 

[{Je, l, m)'] = ^[ — d* <y* — d' 6^ — d"" <?"»+ d' "* (?' »»-f d^* 0"»* + d« 0*' — d*"» (?*'''♦] 
ist, während 

{Je, l, m) = V[£«'-** + «'•^'" d' + fi»-'*"» + «'•^d*'"]. 
In dem ersten Ausdruck führen wir die Bezeichnung ein: 

(33) 2;[d*(?*] = (Ä). 
Dann ist 

(34) [ß, l, m)] = — {Je) — (l) — {m) + {Im) + {mJe) + (Äf) — (ÄZw). 

Den zweiten Ausdruck brauchen wir nur modulo 2 zu betrachten. 
Wir können deshalb d**" ersetzen durch d* + d"», d'»» durch d' + d"". 
So erhalten wir: 

{Je, l, m) = ^l{s'"' + s'-P) d* + {e'-P*'* + «'') d' + (£*•* + a'-p) d^] mod 2. 
Nun ist 

£nr ^ grp = ^n/»^ ^ri^f u ^ ^r« ^ ^«^ ^r« ^ ^rp ^ ^pr j^^^J 2 . 

Folglich : 

(jfc, l, m) = ^'[«♦»^d* + £i»"d' + «i»'d"»] mod 2. 
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Wir setzen jetzt 

Dann bedeutet K den grössten gemeinsamen Theiler der Ausdrücke 
von l und m, L von m und k, M von k und l. Es ist dann 

pu = Lm, pt = IM] 
mithin 

(k, l, m) = ^[e^d^ + s^"*d^ + s^^d^] mod 2. 

Wir führen auch hier eine abkürzendiB Bezeichnung ein, die in 
der Folge beibehalten werden wird. Es seien a, h zwei beliebige 
Indices; dann setzen wir: 

(35) ^ ^'C«*'**] = a I & mod 2 . 

Dieses Zeichen ist also nur modulo 2 definirt. Danach ist: 

(36) {k,l,m) = K\k + Lm\l + Ml\m mod 2 . 
Wir haben somit gefunden: 

Diesen Ausdruck^ führen wir in die Gleichung (26) ein, setzen aber 
vorher folgende Definition fest: Es sei a ein beliebiger Index; dann 
bezeichnen ^ir mit (w, u, u')a die Function 

i-(«) e (W, Uy u\ 4- d« . i 6«) = e (W, U\ U)a . 

Alsdann nimmt diese Gleichung folgende Form an: 

(39) Cq (2 V . .)*< (W + W^ • ')km Q{u — w*»)im 

7 

a = 

Dies ist das Additionstheorem der Theta-Functionen in einer sehr all- 
gemeinen Fassung. Um das Vorzeichen ( — 1)^*"' ^"' '""^ für irgend eine 
besondere Wahl der Indices kflyfnzxi bestimmen, hat man folgender- 
massen zu verfahren: Es sind kcc, la, ma auszudrücken durch die 
primitiven Indices, und zwar ist jedesmal diejenige der beiden Dar- 
stellungen zu wählen, die eine grade Anzahl von Gliedern enthält. 
Alsdann sind von diesen Darstellungen die grössten gemeinsamen 
Theiler K von la, ma, L von wa, Äa, M von ka, la abzusondern; 
dann ist 

/Af\\ ( i\(*a,?a,ma) / 't\K\ha'^Lmtt\ltt-\-Mla\ma 

Aus der Definition des Zeichens -a | 6 (Gl. (35)) geht hervor: 

Da 

«* + «<'^ ^60 mod 2, 
so ist 
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(41) 6c I a E^ & 1 a + c I a. 

Ferner, da 

d* 4- d'^ä^' mod2, 
so ist 

(42) a\hc^^ a \b -{■• a\c. 

Endlich ist a\ aE=±0 oder 1 , je nachdem a ein grader oder ungrader 
Index ist. Aus den Eigenschaften (41) und (42) folgt: 

ah \ ab ^ ah \ a -{- ah \b, 

ab \ a ^ a I a -f- b \ a, 

ab\b ^ a I & + b \b. 
Mithin : 

ah\ab-\-a\a'\-h\b^^a\h-{-h\a. 

Daraus ergiebt sich, dass 

a \b ^h \ a 

ist, wenn von den drei Indices a, &, ab alle oder nur. einer grade 

ist; dagegen 

a I 6 ^ 1 -f- 6 I a, 

wenn unter den Indices a, &, ah nur zwei oder gar kein grader vor- 
handen ist. Ferner lehren diese Congruenzen, dass sich schliesslich 
^^_^y*«,ia,ma) j^^ ^j^^ Product der Zeichen 

auflösen lassen muss, wo x und A Indices der Reihe 1, 2 • • 2(> -|- 1 
sind. Diese genügen, da x, A, und xl ungrade Indices sind, den Be- 
dingungen : 

(43) (_i)«l« = _i, 

(44) (_i)''i^ = _(_l)^i» (x^A). 

Wegen dieser Eigenschaft dienen diese Vorzeichen im Wesentlichen 
dazu, alternirönde Functionen mehrerer Indices in symmetrische zu 
verwandeln. 

§6. 

Es sei a irgend ein grader Index; dann bezeichnen wir mit c« den 
Werth, den die Function Q{u,UyU')a annimmt, wenn die drei 
Variabein gleich Null gesetzt werden. Es giebt also 36 Gonstanten 
Ca] die eine (schon früher definirte) Cq und die 35 CxX/*' Wir setzen 

(45) ^ = e«.,. 

Es sei jetzt a ein ungrader Index; dann fängt die Entwickelung 
der Function Q(u, u, u')a nach mifsteigenden Dimensionen der Varia- 
bein an mit einer linearen Function: 

(46) Ua = AaU + BaU + CaU\ 
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Es giebt 28 ungrade. Indices^ die 7 primitiven x, und die 21 zusam- 
mengesetzten xA; daher haben wir auch 28 solche lineare Functionen 
Ux und UxX' Es sind jetzt die Relationen aufzustellen, welche zwischen 
diesen Constanten exXfi] Äx, Bx, C»; Äxi, Bxi, Gxx bestehen; hierbei 
wird sich eine Darstellung dieser Grössen durch eine Anzahl von 
einander unabhängiger Parameter ergeben. 

Wir setzen in der Gleichung (39) die sechs Constanten v, v, v\ 
w, w', w'' = 0; bezeichnen wir dann die Function 0(w, w', w")m kurz 
durch 0ot; so erhalten wir: 

7 

(47) C, C„ e*„ 0,« = ^ [(- 1)»*«-'«-'»«' cuma Cma 0*a 0,«] . 

Setzen wir hier noch u, u\ w" = 0, so erhalten wir die Gleichung 
zwischen den Parametern: 

7 

(48) CQCuCkmCim= ^ [(~ 1)^*"''"' "*°'^ C*« C,« C^n« CAfw «] • 

Wir setzen jetzt in der ersten dieser Gleichungen: 

Je == Aft, Z = 0, m = x^, 

vfo Xj X, fi drei verschiedene primitive Indices bedeuten. Alsdann ist 
Tel ein ungrader Index; die linke Seite der Gleichung (47) verschwindet 
demnach; und wir erhalten: 

7 
2 [(- if*"' "' •""•* Cxa C,^„ 0X^„ ] = 0. 

Ausserdem verschwinden diejenigen Terme der Summe, welche sich 
auf die Indices OjX,X,fi beziehen. Die Summe ist also auszudehnen 
über die 4 Indices der Reihe 1, 2 • • 7, welche von x, l, fi verschieden. 
Diese seien: a, ß, y^ 8, Um nun K, L, M zu bestimmen, haben wir 
Afta zu ersetzen durch xßyS, a durch xkfißydy x^a durch Xßyd. 
Der gemeinsame Theiler von xXfißyd und Xßyö ist Xßyd^ der ge- 
meinsame Theiler von kßyS und xßyö ist ßyS, von xßyä und 
xXfißyd, xßyö. Wir bekommen also: 

K = XßyS = xfia, L = ßyd = xX^ia, M = xßyd = Xfia. 

Daher ist 

(Afta, a, xfio) ^ K \ Ificc -f- Lx^a \ a -\- Mcc \ x^ia 

^ Xfia I X^a -f- A- I a -|- X^i \ x^ia. 
Nun ist 

X^i I xfia ^ 1 -}- ^i^ö^ I ^f*> 

da von den drei Indices x^a, X^i, xXa einer ungrade ist; ferner: 

x^a I Xfi -\- xfia I X^a ^^ xfia\ a, 
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und 
Daher ist 



(Aftff; a, xfia) ^ 1 + xXfia \ a. 



Wir erhalten also: 
(49) 



^1 



Wenn wir das Product QxftaQa nach aufsteigenden Dimensionen der 
Variabein entwickeln, so ist das Anfangsglied: Cx/iaUa'^ daher muss 
zwischen den vier linearen Functionen Ua, u^, %, us die Gleichung 
bestehen : 

~^[(- 1)"'"" ' " e,Xa C,^a Cl^a «J = . 

Diese Gleichung multipliciren wir mit -^ ; dann ergiebt sich : 



Co^ 



^1 



[(— 1)* '"''"exAaeÄ/*aß^/tiae«A;, Wa] = 0. 



Nun ist exiaexfiaexf^aexifi ein in Bezug auf die Indices x, X, ft, « sym- 
metrischer Ausdruck; den wir deshalb durch E^y^ bezeichnen können. 
Ferner ist xXfia = ßydj xXfiß = yda u. s. f.; es ist also 

Diese Gleichung gilt für willkürliche Werthe von w, w', u\ Wir be- 
stimmen diese so, dass Uy und us verschwindet; dann ist: 



Ua:Uß = 



-A-a -Ba Ca 

^•y Jj y \Jy 



Aß Bß Cß 

y»Y JDy ^Y 

An Bn Cs 



Aa Bi Cs 

Nun ist 

Folglich erhalten wir: 

I Aa Ba Ca 



Eayd : EßyS= (— 1) 



a\Yd 



•^y JLJy C/y 

Ad Bd Cd 



:(-!/ 



Yi 



Aß 

A. 



Bß 
Br 



Cr 



Ai Bi Ci 



Wir setzen nun: 



(50) 



(-1) 



a I Y^-hY I ^ 



A„ Ba 
Ay B. 



Ca 

. . Cr 
Ai Bi d 



F. 



oyd 
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Dieser Ausdruck ist symmetrisch in Bezug auf die drei Indices a, )/; d; 
denn das der DeterniiDante vorangesetzte Zeichen verwandelt seinen 
Werth in den entgegengesetzten, wenn zwei der Indices a, y, d mit 
einander vertauscht werden. Es ergiebt sich dann: 

Hieraus ist klar, dass dieser Quotient eine von jeder Yertauschung 
der Indices unabhängige Grösse r ist. Mithin erhalten wir: 

(51) eaßyeßydeydaedaß = rFjcXiu* 

Hiermit ist ein System von 35 Gleichungen gegeben, aus welchem 
sich die Grossen e bestimmen lassen. Zu diesem Zweck führen wir 
eine Beihe von Bezeichnungen ein: 

(52) Tl{F,xa) = F^i, T](F^aß) = F^, n(jP„^y) = J'. 

Das erste Product soll erstreckt sein über alle 5 dreigliedrigen Indices, 
welche x und X enthalten, das zweite über alle 15, welche tc enthalten, 
das letzte über alle 35 überhaupt. In derselben Weise definiren wir: 

(53) TT(e^jia) = enx, Tt(exa^) = e«, TT(eo^y) = e. 

Setzt man in die Formeln (52) die Werthe der Grössen F^ifi nach 
(51) ein, so ergiebt sich: 

J^ riow —1 
^Ferner ist, wie man leicht erkennt: 



(54) r'F,, = -^ ^r'oF,^\, r^^F = e^ . 



/KC\ ^ ^*X ^xu ^Xu 

(öo) p p p p = eaßyeßYdeydaeSaß' 

Folglich 

Durch die Formeln (54) ist e, e», exx, durch (56) alsdann e^Xfi be- 
stimmt. 

§ 7. 

Um weitere Relationen unter den Moduln zu erhalten, setzen wir 
in der Gleichung (48): 

Jc = xX, l = ^v, m = x^Q, 

wo X, Xy (i, V, Q fünf Zahlen der Reihe 1, 2 . . 7 bedeuten, unter 
dieser Voraussetzung geht dieselbe über in folgende: 

7 

CqCxX/hv C^X/iCgtiv^^ ^^ L( ■*/ * ' ^xia^/iyaC^jf/ua^^Zra J • 

a=0 
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Hier verschwinden alle Glieder, die sich auf a = 0, x, X^ [i, v, g 
beziehen; es bleiben also nur die beiden Terme stehen, die sich auf 
die beiden übrigen primitiven Indices beziehen, welche wir mit a und 
ß bezeichnen wollen. Es ist dann 

(xXa, [iva, x^Qo) = (iivgß, xAp/3, x(iQa). 
Hier ergiebt sich: 

K^XQ, L =(IQ, M —ßQ, 

Daher ist 

{xXuy fivcc, x^Qo) = XQ I xXa + xcc I fiva -f- «^ | xfiga. 

Für XQ\xXa können wir setzen: 

1 4" ^^cf I ^9 f 
für xX I XfiQa: 

xX I a(i -f- ^X I xQf 

daher für xq \ xka + xX \ xfiga: 

1 + ^^ I öff* + ^ t^Q' 
Ferner ist 

xa \ ^ivcc ^ xa \ ccfi*"\- xcc \ v\ 
folglich ist 

{xXa, fLvUy xfiQa) ^ 1 + aA | «ft + xa | v -}" ^ I ^P- 
Nun ist 



xa 



V 



X I 1/ + a I V. 



Folglich 

\'\-aX\aii,'\'Xa\v'\'a\xQ^l\llJL-\-x\v'\'a\ xXfivg. 
Es ist aber 



daher: 



xX^vQ = a/3; 

(xXa, ^vcc, XfiQa) ^2X\X(i'{-x\v'^a\aß 

b^ a\ ß '{' X \v -{- X\ (i. 



Das andere Zeichen (xXß^ l^'^ßy ^(^Qß) ergiebt sich aus diesem durch 
Vertauschung von a und ß. Da nun (— 1)""* = — (— 1)^'" ist, so folgt: 

CQCQaffOgxvC^Xfi =(" -1) {paxXCafjLvGßx fi(^ßXv — Cß ^ iCß fivCax fiCaXv) } 

daher: 

(57) eQafie^xvegXfi=^(—'i-f^^'^''''' '^{eaxxeafiveßxfießXv—eßxxe^^aveax/ieaXv}- 
Es ist nun 

^-^axX "=^ ^Q(iln^QßvßQfiv6ßfivy 
rFafif = egßxCqßXeqxX^ßxly 
1^-t ßufjt = ^qaX ^qavCqXv^aXvy 
^J^ßXv ==* ^Qax^Qafi^QXfi^ax/i» 
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In diesen vier Ausdrücken kommen alle Grössen vor, die in dem Pro- 
duct ßg enthalten sind, mit Ausnahme von e^aßf e^xv, e^Xfi. Demnach ist 

^A TP TP TP TP y, ^axX^ttfjiV^ßxfi^aXv 
r'^J^ßxX-tßfiyJ^aXfi-taXv = ^o 1 ^ ' 

Vermöge dieser beiden Formeln geht die Gleichung (57) über in 
folgende: 



(58) 



— e 



§._ 



^={FaxxFafitFßxfiFßXv — FßxkFßfi^FaxfiFaXv)('—i} 



a\ß+x\i^X\fi 



Setzen wir hier für FauX) Fofxv etc. die in der Gleichung (50) ange- 
gebenen Werthe dieser Grössen, so verwandelt sich der Ausdruck auf 
der rechten Seite in eine ganze rationale Function der Werthsysteme 
Aay Bay Ca] Aß, Bß, Cß • • Ay y By, Cv. Fassen wir denselben auf als 
Function eines dieser Werthsysteme, so stellt er eine ganze homogene 
Function zweiten Grades dar, welche verschwindet; wenn Aa, Bat Ca 
gleich einem der 5 anderen Systeme: Aß, Bß, Cß - - A^, B^, C^ gesetzt 
wird. Der Ausdruck muss daher dargestellt werden können in der Form : 



(59) 



A 


K 


Gl 


S„G„ 


G.A^ 


^aS. 


4 


^. 


^; 


^0^, 


Gß^ß 


^^? 


4 


K 


Gl 


^,G, 


G,A, 


A»K 


4 


^, 


c! 


S^G, 


G,Ä, 


A^x 


< 


K 


o: 


B C 


G,^, 


\^. 


K 


K 


cl 


B C 
» » 


G.A 


A,B^ 



WO s einen Factor bedeutet, der offenbar nicht nur von Aa, Ba , Ca 
sondern auch von Aß, Bß, Cß * - A^, Bv, Cv unabhängig ist. Die Ver- 
gleichung des Diagonalgliedes in dieser Determinante mit dem ent- 
sprechenden Gliede in dem ursprünglichen Ausdruck zeigt, dass 

(gO) g -_ ( ^\a\ß*X/iv+ß\xX/iv+x \X/ii'+X\/iv+fi\v 

ist. Dieses Vorzeichen verwandelt seinen Werth in den entgegen- 
gesetzten, wenn irgend zwei der Indices or, ß, x, A, (i, v mit einan- 
der vertauscht werden. Daraus folgt, dass der Ausdruck (60) eine 
symmetrische Function dieser 6 Indices ist, die wir demnach durch 
Gg bezeichnen können, wo q den einzigen noch übrig bleibenden 
primitiven Index bedeutet. Wir erhalten also: 

(—1)" P * ^ ^{FaxxFafivFßxfiFßXv — FßxxFßf^i,FaxfiFaXi)'^Gg, 

(61) _ c. 



ft 



Q 
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■ §8. 

Wir sind jetzt im Stande, die Gonstanten Ax, Bx, Cx, und die 
Moduln exXfi durch eine Anzahl unabhängiger Grossen auszudrücken. 

J3 C 
Wir wählen hierfür die Verhältnisse -j^, -r^* Es werde gesetzt: 

,^ck\ * '^^ ^xO^X} 't>x = vxOxf tfx "= vxCx f 

^ ^ Vx = axU + bxU + CxU , 

sodass 

Ux = IxVx 

ist. Von diesen Grössen a», hx, Cx kann stets eine willkürlich ge- 
wählt werden. Aber von den übrigen 14 Grössen können ausserdem 
noch 8 willkürlich angenommen werden, da nichts wesentliches geän- 
dert wird, wenn wir die Variabein w, w, m" einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Haben wir also die Moduln dargestellt durch 
die 21 Constanten ax, hx, Cx, so werden wir die Anzahl dieser Para- 
meter, sobald wir wollen, auf 6 reduciren können. Indess gestalten 
sich die Resultate übersichtlicher ohne solche besondere Annahmen. 

Wir denken uns in allen gefundenen Gleichungen die Werthe 
?«««; Ixixf IxCx für Ax, Bx, Cx eingesetzt. Die Functionen, welche, 
wir erhalten, wenn wir in den Ausdrücken von i^;^^^, Fxx, Fx, ^und 
Gq sämmtliche Grössen Ax, Bx^ Cx ersetzen durch ax,hx, Cx, bezeich- 
nen wir durch fx?ji, fxx, fx, f und g^. Ferner führen wir zur Ab- 
kürzung die beiden Bezeichnungen ein: 

(63) IJ^. . .1^ = 1 und g^g^ "-gi^g»' 
Es ist dann: 

(64) FxXfi =' IxhlfifxXfi, 

(65) ^^ = -^SIq' 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(66) F,, = lfAf,., K = finf.> F-l''f- 

Dadurch gehen die Gleichungen (54), (56) und (61) über in folgende: 

2 2 



(67) rUfJj,,=^, r^ft;^f==^, r^l^f^e\ 



/f»Q\ ^ ^^xX^Xfl^Xß 

(69) ^»'l-i'r 

In der letzten Gldchung setzen wir p = 1 , 2 • • 7 und bilden das Pro- 
dact; dann ergiebt sich, da offenbar e, 62 • • e, = e^ ist: 
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(70) —^ = r'^H^^g. 

Wir haben nun mit Hülfe dieser Gleichungen die Grossen e, e^f 
6x1 f €ttXfi^ l, Ix auszudrücken durch die Gonstauten r, fxXfi und g^g. 
Aus der letzten Formel in dem Gleichungssystem (67) und aus (70) 
folgt zunächst: 

(71) « = -f' 

(72) Pr' - -g . 
Ferner aus (67) und (69): 

(73) ^l-irfj,, 

Endlich, ebenfalls aus (67): 

(75) el.^^jr g'M.r 

Jetzt können wir den Modul exxfi selbst darstellen. Nach (68) ist: 

8 2-8^ 



e* 



Nun ist 



c2 = -|^nach(71), 
4««M*'/. ?■ ^UtgUoif-^fin "ach(75), 

2 72 72 78 4 76 P 

(nach (69) und (72)). 
Daraus folg : 

^ e,e,e^nx^ 

Erhebt man diese Gleichung noch einmal zum Quadrat, so folgt, da 
nach (73) 



ist: 



Nach (55) ist 

Ausserdem : 
daher: 



^ _Q ^JQ ä9 

4 __^ 9x9x9yifxxfxi»,fxy , . 
' 'XJt /ir/i /il/ti r r r r 

^W ^^ M^m ^9 9w «vV 

9 = 9xgxgtigagßgygd\ 



32 AbrisB einer Theorie der AbePsclien Fnnctionen dreier Yariabeln. 

4 fxl fxfi fXfi fgßy 'ßr d fyda 'daß 

'^^~ 9a9ß9y9dflx^ 

oder, wenn wir die Producte f^Xj fxfi, fxfi auflösen: 

4 __ fxXgfxXßfxXffxXdfxnafx fi ßf xfiyfxfid fXfi a fx iißfxti yfxtid'aßy'ßydh^a'daß , 

"a9ß"y"^ 

Diese Formel können wir so darstellen: 



(76) et, - 



TT(/m) 



«" TT(<;„) 

Das Product im Zähler ist zu erstrecken ober alle diejenigen graden 
Indices tn, für welche mxAft ein ungrader Index ist; das Product 
TT(^a) dagegen über alle von x, A, /t verschiedenen primitiven Indices. 

§9. 
Es bleibt noch übrig, die Anfangsglieder 

der 21 Functionen Qxx zu bestimmen. Zu diesem Zweck setzen wir 
in der Gleichung (47): 

wo X, A, ft, 1/ vier verschiedene primitive Indices bedeuten sollen. Es 
ist dann, da Cki^^O ist, 

Hier fallen fort die Glieder: x, A, ft, i/, es bleiben übrig die vier: 

^9 ^9 ßf y* Es ist nun zunächst 

(xA, 0, xftv) s= (xA, 0, aßyX). 

Hier ist offenbar K = 0, Z = A, M=0, daher 

(xXj 0, xfii/) ^ mod 2. 

Ist dagegen « von 0, x, A, fi, i/ verschieden, so erhalten wir 

(xAa,a, x^va) => {^vßy, xk^vßy, Xfiva). 

Hier ergiebt sich: 

^= xftv, L = iiVy M = iivßyy 

Lm = xay Ml== iivßya = xX. 
Es ist daher: 

(xAa, a, xiiva) = xftv | xXa -f" ^^ I ^ + *'^ I x^iva. 

Es ist aber 

xfiv I xAa ^ xfiv I xA + x^iLv \ a, 

xA I xyiva^xX \ x(iv + xA | a, 

xftv I xA + xA I xfiv ^ 1 mod 2, 
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weil von den drei Indices x/iiv, xA, X^iv nur einer ungrade ist. Mithin: 
{xka, ttj TtiLva) \-\-7ik\a-\-7iiJLv\a-\-7ia\a, 

dies ist 

^ \ -{- ßy a. 

Demnach ergiebt sieh folgende Gleichung: 

(77) C^f,^CXf,vQQy.X = {—^f^^''CßynCßyxQxXaQa 

+ {-iy''^^Cya.Cy,xQ.XßQß+{-\T^^'Caßy.CaßxQ.XyQy. 

Wir verfahren mit dieser Gleichung ebenso , wie früher mit (49). Das 
Anfangsglied der ungraden Function 00;«^ ist c^UxX) das Anfangsglied 
von QxXaQa ist CxXaUa odcr CxXalaVa- Demnach ist 

(78) „,, = (-- i)/"'"-iii^if^i^''-k^„ 

+ (— ^) -ß T '-^ß 

^xfiv^Xfiv 

\ ( l)"^^'y ^yxX^attTC^aßX ^y ^ 

^Xfiv^Xfjiv 

Hierdurch ist Uxx linear dargestellt durch Va, Vßy Vy\ wo cc^ß,y 
drei beliebige von x, X verschiedene Indices bedeuten. Wir suchen 
jetzt den Coefficienten 

-n — taxX^a ; 

^fivx ^fivX 

durch die unabhängigen Grössen a^ h, c auszudrücken. Nach Formel 
(51) und (64) ist 

eßyxCiyX — e^ ,e , ' 

^ßxX ^yxX 

rlglßiyfaßy 

^jiixX^vxX 

Daraus folgt: 

TT K ^(A. h ^axX^ uxX^vx X fgfiv 

^ß ^y ^ßxX ^yxX f^ßy 

Wenn wir nun aus der Gleichung (68) die Werthe von CaxXy c^ixx etc. 
einsetzen, so wird 

eaxX ^fJLitX ^v xX_ e ^ß ^Y ^ß ^y ^a x ^fi x ^vx ^aX ^fiX ^ vX ^ xxf^ßxxfyx X ^ 

^ßxX^yxX ^ ^a^/x^v^x^X^a ^fih^x h^ßx ^yx ^ßX^y^ faxX ffixxfvxX 

Es ist aber: 

2 

^ax^fix(^vx^Xx^ßx^yx — ^^ ; 

eaxe^xCvxBxx^ßxeyx = e^ . 
Folglich : 

^ax ^jii x ^rx ^a X ^fiX ^vX ^xX ^x ^ 

^ßx^yx ^ßX^yX exX^\x^\x^ßX^\x 

ScHOTTKT, Abel' gebe Funct. 3 



7A ki^Afk <M^»r VtJstm^ der Aberiebea Fas«tuMi«ii dreier Yariabeb. 



^,f #/ ^/wX ^ t^i t^ «^ e^ l^ l^ /, /, 1^ e/, ^y^ tf/i tfy^i /.,i /"^«i /;xi 

(ta ^^ ^7 ^« ^i ^^ ^ = r 

i«i; m} kennen wir setzen: 

*^ ^y ^« *i ^ß^^M^l ^ 



^a ^H ^ 



K<;mii ^rrgiebt «ich: 

*^ hh^HX^ßx ^x^ßX^yxfaxxffinxfvxlfaßY 

Km iüt nun zufolge (73): 

^/*^^x^z= ^iü fßfyfnfx9ß9y9^9xy 
zufolge (75): 

»822 f^j^frr 4444 

^'ßx^yx^ßX^yX "" "^ TßnlynlßXlyx9ß9y9x9x 

\\x\i\ nach (71): 






Dilti Ach iHt: 



// «■ ^/* ^y ^* ^^ _ - f^Sx (^ fxfßxxfy x xfgfi 



^i/' '« h ^xX fßx fyn fßX fyX faxxffixX fvxl faßy 

DioHO Formol wird vereinfacht durch eine identische Relation^ welche 
'/wischen den Grössen /' besteht, und die leicht zu verificiren ist: 

tfih^fßYnfß)'XfßxxfyxXfßfyfxfx '=ffßyfßxfßxfyxfyxfxX • 

Aus dieser folgt: 

fßfy fxfxfßxxfyxxfofAt ffßyfxX 

fßxfßXfyxtyX Oy'^I^Y^ 

Dadurch wird: 

^9*KU^xX fßyafßyxfßyxfxXafxXi^ fxXr 

LlWon wir jetzt die Producte fß^ und f^i auf, so ergiebt sich: 
Wir »t^t»t*u jeUt: 
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Dann ist Vxx bestimmt durch folgende Gleichung: 
(81) Vxx = {—^f^^"gßgyfßy,xfYfcxfßytifßrv'i^a 

+ {—\y^^gygafyxxfatcxfrafifravVß 
-^(^—Vf^^^gagßfaxxfßxxfaßtifaßvVy. 

Die Goefficienten dieser 21 linearen Functionen sind also ganze 
rationale Functionen der Goefficienten von v, , Vg • • V7. Der Factor 
Ixx ist, ebenso wie In und CnXfiy die vierte Wurzel eines solchen Aus- 
drucks; nämlich 

rlfrJx^.gl 



(82) C. = 



fg'flx 



Zweiter Theil. 

§ 1. 
Nachdem wir durch die Aufstellung der Relationen zwischen den 
Moduln der Theta-Functionen dazu gelangt sind^ diese Moduln durch 
eine Anzahl unabhängiger Grossen 

r-, a^, &i, c^\ a.2f b.^, Cj • • • ay, 67, c^ 

auszudrücken, werden wir jetzt die Beziehungen betrachten, welche 
zwischen den Theta-Functionen selbst und ihren Diflferentialquotienten 
bestehen. Es wird sich hier ein analoges Resultat ergeben. Der 
Quotient je zweier Theta-Functionen wird sich darstellen lassen als 
die Quadratwurzel aus einer rationalen Function einer Anzahl von 
Werthsystemen : 

deren jedes einer homogenen Gleichung G (x, y, 0) ^=0 vom Range 3 
gentigt, während die einzelnen Werthsysteme von einander unabhängig 
sind. Aus denjenigen Relationen, welche zwischen den Grössen 6 und 
ihren Diflferentialquotienten existiren, werden wir weiter den Schluss 
ziehen, dass sich die Argumente w, m', ti" durch Integrale erster Gattung 
der Grössen (a;, y, 0) etc. ausdrücken lassen. 

Zunächst betrachten wir diejenigen quadratischen Relationen, 
welche zwischen den 28 ungraden Theta-Functionen bestehen; hieraus 
wird sich die algebraische Grundlage für die ferneren Untersuchungen 
ergeben. 

Alle diese Relationen entspringen aus der Gleichung: 

7 

a = 

durch besondere Wahl der Indices Ä, Z, m. Die Natur dieser Beziehungen 



3* 
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wird klarer erkannt; wenn man statt der Grossen Qm andre^ 6m ^ ein- 
führt, deren jede sich von dem entsprechenden 9 nur um einen con- 
stanten Factor unterscheidet. Dieser Factor soll so gewählt sein, dass, 
wenn Q^ und Cm grade Functionen sind, Cm den Werth 1 erhält, wenn 
die Argumente u, u, u gleich Null gesetzt werden. Ist dagegen der 
Index m, und somit die Function (y^ selbst ungrade, so soll der Factor 
in der Weise bestimmt werden, dass das Anfangsglied in der Ent- 
wicklung von Qm nicht Um. = A^'u, + J?mW' + Cmw", sondern Vm= a»iW 
+ 6mw'+ Cmt*" ist; was wegen der Gleichung m,« = Im'Om jedenfalls 
möglich ist. Danach ist: 

für grade Indices m : 0^ = 0^6, 

für ungrade : 0;,» = l^ 6, 

Es wird sich dann zeigen, dass die in den Relationen zwischen 
den Grössen 6^ vorkommenden Goefficienten sich rational durch die 
Grössen (a«, 6«, c«) (x = 1, 2 • • • 7) ausdrücken lassen, und zwar als 
Producte von den Determinanten- Ausdrücken : 

Oin Ox (^* 

(3) 






ax hx ci 



du, Ofl Cu, 

Diese Umformungen beruhen auf den Gleichungen (68) bis (79) des 
ersten Theils, ausserdem auf den identischen Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Producten 6,6«, exx und ihren Factoren Cxifi^ 

Wenn wir von den linearen Relationen zwischen den Quadraten 
der Theta-Functionen absehen, so haben alle quadratischen Gleichungen 
zwischen den ungraden die Form: 

^0«0, + ÄQa'Qö' + 4"0a"06" + ^'"0a "0* " = 0, 

wo Äj Äj -4", A" constante Grössen bedeuten, und die Indices a, J>, 
a , V etc. den Bedingungen 

^= ao ^=== a = a o 
genügen. Es sei nämlich m irgend ein von verschiedener Iudex. 



*) Das Vorzeichen dieser Gleichung erhält man leicht in folgender Weise. 
Fasst man die beiden Gruppen von je 4 Indices, mit denen die Grössen f behaftet 
sind, auf, und greift irgend einen Index der ersten Gruppe heraus, z. B. axA, so 
ist a mit %X verbunden. In der zweiten Gruppe ist ß mit %X verbanden; daher 
bilden wir a | ß. Es ist ferner in a%l x mit aX verbunden; in der zweiten 
Gruppe V mit aX-^ daher haben wir x | v. Drittens ist X mit ax, in der zweiten 
Gruppe ft mit ax verbunden; dadurch entsteht X\ ^k. So erhalten wir im Ganzen 

das Vorzeichen (— i)«l/^+*'*'+^l''^ Wir würden denselben Werth, nur in ver- 
ändertem Ausdruck, erhalten haben, wenn wir statt a%X irgend einen der drei 
übrigen Indices der ersten Gruppe herausgenommen hätten. 
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Dieser muss sich im Ganzen auf 32 Arten in zwei verschiedene In- 
dices a, b zerlegen lassen. Von diesen 32 Zerlegungen wird die Hälfte 
so beschaffen sein, dass der eine Index grade, der andre ungrade ist. 
Bei den 16 übrigen wird entweder a und h grade, oder a und b un- 
grade sein; und zwar wird die Anzahl der Zerlegungen der ersten 
Art 10, die der zweiten Art 6 betragen. Ist z. B. m = x, und a, ß, 
7} ^f ^7 i diG 6 übrigen primitiven Indices, so erhalten wir eine Zer- 
legung von m in zwei grade Indices a, 6, wenn wir setzen: a=^aßy, 
b= ä6%] in zwei ungrade, wenn wir a = «, 6 = «x setzen. 

Zerlegen wir nun m auf verschiedene Arten in ein Product zweier 
Indices, welche beide grade, oder beide ungrade sind: m = aby 
m = ab' etc., so sind die Producte: 

Oaö*, Qa'Qb' etc. 

nach der^Definition des § 3 grade Theta-Functionen zweiter Ordnung 
mit der Charakteristik (f*"*, i/"*). Die Anzahl der von einander linear 

unabhängigen Functionen dieser Art beträgt nach § 3: ^ =4; daher 

muss zwischen je 5 derselben eine lineare homogene Gleichung be- 
stehen. Wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, so ver- 
schwindet das Product ©«ö*, wenn a, b ungrade Indices sind; dagegen 
erhält es einen von Null verschiedenen Werth, wenn a und b grade 
Indices sind. Daraus folgt, dass, wenn wir von den 5 Producten 
3a ©ö^ 6a' Od' etc. in einem die Indices grade, in den übrigen ungrade 
annehmen, der Coefficient des einen Products gleich Null sein muss. 
Mit andern Worten: Wenn 

m = a&, m = db\ m = aV etc. 

die 6 möglichen Zerlegungen/^des Index m in Producte je zweier un- 
graden Indices sind, so sind je 4 der 6 Functionen 

e«e6, Qa'Qb', 0a "Oft" etc. 

durch eine lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten 
verbunden. 

Der Index m kann nun die drei verschiedenen Formen x, xly xX^i 
haben. Es seien a, ß, y, ä, x, A, fi'die 7 primitiven Indices in irgend 
welcher Reihenfolge; dann erkennen wir zunächst, indem wir m '= x 
annehmen, dass durch drei Glieder der Gruppe 

QaQax, e^je^x, eyByx, QdQdx, 0x0^, O^^G^x 

sich die drei übrigen linear und homogen ausdrücken lassen; wenn 
wir m = xl setzen, dass dasselbe gilt für die Gruppe 

OaxQal, QfixQfiXy OyxOyA, O^xO^il, QfiH&fiX, QnOx] 
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endlich; wenn wir »t = xAft = a/Jyd setzen^ ergiebt sich dasselbe für 
die Producte 

QxQXfi, OxQiuXy 6^t0«;i, QadQ^Y^ ©/JdOy«, Qy^^aß- 

Dieselben Eigenschaften übertragen sich natürlich auf die 6, 

§2. 

Alle diese Gleichungen zwischen den ungraden 6 oder 6 sind 
enthalten in der Fundamental-Gleichung (1). Wir heben aus ihnen 
drei hervor, durch welche die algebraischen Beziehungen^ in denen die 
28 Functionen unter einander stehen, vollständig definirt sind. 

I. Wir setzen zunächst ifc = 0; Z = x, m = Xfi. Dann erhalten 
wir, da c*i= ist: 

7 
V [(- iy"''"'^^"^CaxX^C„A^ea0«J = 0. 

Diejenigen Glieder dieser Summe, die sich auf die Indices 0, x, k, \l 
beziehen, fallen fort, da in ihnen entweder Canx^ oder CaXfi gleich 
Null ist. Die Summe ist also nur zu erstrecken über die 4 primitiven 
Indices a, /3, y^ d. Es ist nun 

(a, xa, l(ia) = (ßyöxXfi, xa, ßyöx)] 
daher: 

K=x, L = ßyäx = ak^, Jlf=x; 
mithin: 

(a, xccy k^a) =^x\a'{-0\xa-\-a\ k(ia] 

oder, da 

a I X^a ^ X(ia \ a mod 2 
ist: 

(a, xa, A/Lta) ^ xXfia \ a ^ ßy8 \ a. 

Wir erhalten demnach: 

axkfi können wir ersetzen durch ßyö. Unter dem Summenzeicheu 
steht dann ein Ausdruck, der in Bezug auf die Indices ß, y, d sym- 
metrisch ist. Durch Vertauschung von a, ß, y, d unter einander erhält 
derselbe vier Werthe; die Summe dieser vier Werthe ist Null. Dies 
bezeichnen wir so: 

s {(— i)^y^i«c^yc,c«;^e«0„4 = o. 

Dividiren wir diese Gleichung durch c^^, und ersetzen jedes 0„t durch 
Im^my SO crgicbt sich : 

S U—iyy^^^efiySeaXiulJax(faClax]=0, 
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Nun ist, nach (68) und (79): 

(da die Identität stattfindet: 






j j ^ ^ 9a9x 

taf'ax — ra* l e ' 
folglich : 

, , _ e^f 4x^lin4f,^xX^xfi 9a9x 
OBYd^aXinta hx r^n^J 2 2 2 7 f , ' 

Ferner ist, nach (73) und (75): 

2 2 2 f f f 

^aX^a/n^Xfi ^ faXfgfilX/u, 

4^!*^ ~ f fafxf^9a9x9i,' 

und dieses ist, wie aus der Identität (55) hervorgeht: 

~T' 9a9x9^ 

Mithin ist: 

^^9^9x^xA^XU n V. 

Wenn wir diesen Werth des Coefficienten in die Gleichung einsetzen, 
den gemeinsamen Factor aller Glieder aber fortlassen, so erhalten wir: 

S {(- \yy^\-fyinfdßxfßYxOa^ax] « 0. 

IL Wir setzen ferner: 
Dann ergiebt die Hauptgleichung, da wiederum c*i==0 ist: 

7 

V[(_ l){xaM.Xnva)^^^^^CaX(.vQaxQax]^0. 
a = 

Hier fallen diejenigen Glieder fort, welche sich auf die Indices ;c, A, 
/*, V beziehen. Nennen wir die drei übrigen a, /J, y, so ist demnach: 

Es ist nun zunächst 

(x, A, A/Ltv) = (aßyXfiVy aßyxfiVy aßyx)] 
daher: 

K = aßyx «= X(iv, L = aj3y = xA/lh/, Jf = aßyfiv = xA; 
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mitbin : 

und dies ist i= A | x mod 2. 

Bei der Bildung von (xa, ka, k^va) ist K ==^ luy L = a^ M = a] 
mithin 

{xa, Aa, k^va) = Aa j xa + ^/^^ | Aa + A | A/ti/a. 
Durch Zerlegung finden wir 

Afiv I Aa L_i Aftv I A + ^^v \ a, 
A I kpLva ^£: A | k^v -{- k \ a] 
mithin, da k^iv \ k -{- k \ k^v e^ mod 2 ist: 

(x«, Aa, A^va) ^k\x-{-a\a'\-cc\x^ k^v \ a. 
Dies ist congruent \ -{- k \ x -{- axk^v \ a-^ somit ergiebt sich: 

Diese Gleichung lässt sich, ähnlich wie die vorige, in folgender Form 
schreiben : 

oder, wenn wir die Grössen 6 einführen: 

Nun sind noch die Coefficienten in einfacherer Form darzustellen. 
Nach (68) ist: 



Oa 



e ^xfi^xv^/iiv 



daher : 



Ebenso ist: 



^ ^x ^fi ^v ^x ^jii h fxfi V ' 

Endlich folgt aus (79): 

Kxhx ^ fl 91m X 

Die Multiplication dieser drei Gleichungen ergiebt: 

^^yl^^yx^a xKx ^ f ^Iju^av ^^jUgOx Oxfx^iv fxfxv 
ex,. %Jx h r^/ ei ~ ll'l} l\ ll ll f^^^ f^y. 
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Nun ist 

2^ 2^ 2* 7* 2 2 



2 2 2 2^^ 

^afi^ av g 9jii9v Tafiiav^ 



.2 f n f ^ 

a 



eZ. f 9a fa 



dadurch geht der vorstehende Ausdruck über in: 

f 9a9x9x Tufi'avix/Liif'Xfiv 
9 9fi99 faffitvfßyxfßyX 

Hier wenden wir wieder die Formel an: 

f f f JafivlßyTiTfiyXTßxlTYxX* 

I a' fi' V 

Dadurch wird 

^ßyX^ßyx^ax ^a X 9a9x9x fxfivfX fivfain vfßxxfyxX 

^Xfiv^Xfivhh 99fi9v fftv 



oder, da 



ist: 



Ifii' ty-t^vfXfivla^ivfßfivfyixVi 

9 = 9a9x9X9^Lgy9[i9y 



^ ßyX^ßyx^ax^aX 1 f ßxxfy xX 

^Xfiv^XfivKJx 9^9y9l^v ^/^/«v/y/ir 

Nachdem auf diese Weise die Ausdrücke der Coefficienten transformirt 
sind, nimmt unsere Gleichung folgende Form an: 



/ßiuv/yf^v 9^9y9f^9v) 



S l 

III. Eine dritte Relation zwischen den ungraden a erhalten wir, 
indem wir setzen: 

Dann ergiebt sich: 

7 
CoCxXf.QxeXf^ = ^l{-iy^'''''^f^''^''^"^CXf,daCxdaedaexX,^dal. 

Hier verschwinden die Coefficienten für die Werthe 0, x, A, ^, d des 
Summations-Index a. Diese Gleichung nimmt deshalb, wenn wir durch 
a, ß, y die drei von x, ^, ft, 8 verschiedenen primitiven Indices be- 
zeichnen, die Form an: 

(^Cxx^QxQxt.= S |(— iy^«'''^^^«'^^«>c^^,j«Cxcr«ecraex>i^j«}, 

oder, da xk^ida = ßy ist: 

a,ß,y \ f 
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Nun ist 

(da, ßy, xda) e= (5a, ßy, Xfißy), 

Bilden wir hier wieder die grössten gemeinsamen Theiler der Indices 
Je = Stty 1^== ßy, m = ^(i^ßy, so erhalten wir: 

es ist also 

(da, ßy, xda) == /Sy | da + «da \ ßy -\- ßy \ xda, 
und dies isi^ßy] da mod 2y da von den drei Indices xda, ßy, 
xdaßy zwei ungrade sind; der dritte grade. Wir erhalten demnach: 



oder: 






Nun haben wir den Goefficienten : 

^xXfi''x^Xfi 

umzuformen. Wir bilden zunächst: 

Es ist nach den Formeln (68) und (79) des ersten Theils: 

. ^ _ __^x/J^xy«/yy j _ f9ß9y , 

t^x/?y — repplllf ' ^^ — ro«Z«Z p ' 

daher : 



Nun ist nach (69) 



Daher : 



mithin : 



fe^nß^*Y^ß9y 
r^^^K^ß^Y^l^yyfxßy 



72 72 72 12 76 



Nach (71) und (72) ist aber: 
folglich : 
Da nun 



^- ^j^ ^xgJ^äd ^x 



n^ S^tTl, 



xXfi''X/n 
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ist, so erhalten wir: 

Es ist aber: 



f 9x^xl^xju fxßyfxad 



2 f j.- f> 

xß xy xa^xd xl Xfi x g^ini^x^ 

2 2 ^_^P_fj* >y2 2 y. /. 

Xl X/il ^^ flf« yXi^X^ju' Xl* Xfl^ 



ix'xXfi 



mithin ergiebt sich: 

9ld]ifxxfxi.ifxßyfxad 

Nun ist, wenn wir die Producte fxy fxx, fxfi auflösen: 



y — J fxaßfxayfxadfxßyfxßdfxyd't 

folglich erhalten wir: 

Q ixyqlxßd' xaßix yd 

9x91 
Durch diese Umformung der Coefficienten nimmt die aufgestellte 
Gleichung folgende Gestalt an: 

Dadurch ist jetzt folgendes System von Relationen gefunden: 
(A) S {{,-iyy''''fyi4ii>»f?r»Oa0a^=O, 



(4) 



(B) 8 ((- l)/»rl«^i^^ '"'""J-^ i = 'inOx 



§3. 

Wir gehen aus von der ersten Gleichung dieses Systems. Das 
Product 0x^x^xX bezeichnen wir durch q)xx' 

(ix^x^xx = q>xx{?i^ ^). 

Die Gleichung (A) zeigt dann, dass zwischen den vier Grössen 
<Paxj <Pßxy <pyx, <Pdx cinc lineare Gleichung 

s U-^\yy^\%unßxfßyxfpax]--o 

besteht. Hieraus folgt, dass sich die 21 Grössen q)xx durch sechs 
unter ihnen linear darstellen lassen. Denn es lässt sich q>^^y q)^^, 9i7 

durch 9j2> 9i3> 914) 9>25^ 9>26> 9^27 durch^jj; 923> 924) ^^^ 935> 936» 

^37 durch 97,3, ^23; 934 darstellen; endlich 95^, 957, 9^7 durch die 
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schon dargestellten ausdrücken; so dass schliesslich alle g>jtx lineare 
Functionen von 9,2, 9^3, q)^, g?23; Vu) ^34 werden. Um aber die 
Symmetrie zu wahren, wollen wir die 21 Grössen q>xx durch sechs 
neue Grössen, die von den Indices unabhängig sind, ausdrücken. 
Wenn wir eine quadratische Form aufstellen: 

g»Z„ + 2gi,L,3+ 2|gL,3 + ri^L,^ + 2i?fL„ + 5U3,, 

und in dieser für g, rj, S die gemeinsamen Werthsysteme der beiden 
Gleichungen ax6 + 6*^ + ^«S = 0, ax^ •■{- hrj -\- cxt ^^ einsetzen: 

S = ixCx — Cithx, n =» <^*<^i — CLxCxy i = a»hx — bxax, 
so lässt sich zeigen, dass zwischen den 21 Ausdrücken (pjtx, welche 
wir so erhalten, dieselben Gleichungen bestehen, wie zwischen den 
Grössen ^xi- Zu diesem Zweck bilden wir die Summe 

und 'bet]?^chten in dieser as, bs, Cd als veränderliche Grössen, die 
übrigen Parameter dagegen und die Grössen L als Constanten. Setzen 
wir dann as = aa, fed = &aj Cd =^ Ca, so verschwindet der Factor 

I as hs Cd i 

fiax = {- l)<'l''» + '»:« a„ ha Ca 

Ofx Vit Cx 

des zweiten und dritten Gliedes; die vorgelegte Summe reducirt sich 
daher auf folgende : 

Ä= (-l/y<^iYydx/d^x/>yx<J>ax + (- 1)«/*^ ' Y^/^fy «xA/^*<l><Jx • 

Nun ist, unter der gemachten Voraussetzung: 

frön = (- ^r'^y^fyan, fößn = (- 1)«^ l^'A^x, 

<l>«x = <l>dx-, 

es ist also 

Nun ist aber 

ßyö\a -{- ad\yx -{- aS ß7Cb=^ 1 '\- aßy\8 mod 2; 

folglich ist S = 0. — Ebenso lässt sich zeigen, dass S verschwindet, 
wenn {asj hsf c<f) = («/^; */?; c^) oder = («y, 6y, Cy) gesetzt wird. 
Endlich ist offenbar, dass jedes Glied von S, und zwar von der zweiten 
Ordnung, verschwiudet, wenn (as, b^, Cd)={ax, bxy c«) gesetzt wird. 
Nun ist aber iS eine homogene quadratische Function von (a^, 6^, ca); 
da diese an einer Stelle von der zweiten Ordnung, und ausserdem an 
drei andern unabhängigen Stellen verschwindet, so muss sie identisch 
gleich Null sein. Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 

Daraus folgt nun, dass alle 21 Grössen <t>xx dieselben Functionen 
von <I),2, <t),3 • • • Og^ sind, wie (p^x von 9,2» 9^i3 • ' * 934- Daraus geht 
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hervor, dass^ wenn wir die sechs Grössen L so bestimmen ^ dass die 
sechs linearen Gleichungen 

erfüllt werden, allgemein q)xx = ^xi ist. Auf diese Weise sind also 
die 21 Grössen q)xx = ^x^z<Jx3i in folgender Form dargestellt: 

\ I = hci — Cxbx, ri = c»ai — a,cx, g = a»bi — ?>»az. , 

§4. 
Wir führen nun eine Anzahl neuer Bezeichnungen ein. Das Product 
aller sieben Grössen 0^^ <f2'"^T> bezeichnen wir durch tT •, ferner das Pro- 
duct von Ox X in diejenigen fünf der Grössen ^i , ^2 ' * * ^7 » ^^^^^ Indices von x 
und X verschieden sind, mit %nx\ endlich das Product von tiT in das Quadrat 

irgend einer der 28 ungraden (J- Functionen 'ST^?. mit ^ • Danach ist: 



(6) 



-sr = ^, ^2 ^3 ^4 ^5 ^6 ^7 

^xX = ^x^X^xX 
XxX = (fa<^{i^Y<ffi^v<fxX = 



00 



xl 



^x^X 



,2 
m' 



lh = IS^ 
^m t 

Es ist dann q)xx ein Product dreier, Xxi ein Product von sechs, ip„^ von 
neun ^-Functionen, und es ist offenbar 

^xX = (fxXXxX- 

Wenn wir diese Ausdrücke in die zweite und dritte der Glei- 
chungen (3) einführen, so erhalten wir: 



(7) 



(A) S U- ly^^'^f^yafxßif^afifxYitpßy'PaA ^glglXi. 

(B) S j(- iyr\<^ M^Aj^^^^ = ^,, 



.(C) q>xX%xx==-^xX' 
Die erste dieser Gleichungen wird aus der letzten Formel des 
Systems (3) gewonnen, indem man dieselbe mit (faOß^yOd multiplicirt. 



&c 



die zweite, indem man (B) mit multiplicirt. Diese Formeln lassen 

sich nun in folgender Weise auffassen. Durch die Gleichung (5) sind 
die Grössen g? dargestellt als homogene lineare Functionen der sechs 
Grössen L. Setzen wir diese Ausdrücke in (A) ein, so verwandelt sich 
XXfi in eine homogene quadratische Function derselben Grössen; die 
beiden letzten Gleichungen zeigen dann, dass ^x, 'fpxX kubische Func- 
tionen dieser Grössen sind. Wenn wir dies festhalten, so zeigen die 
Gleichungen (6), dass nicht nur das Quadrat jedes Quotienten zweier 
ungeraden <y- Functionen, sondern auch allgemein jedes Product beliebig 
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ß c ' o " 

vieler solcher Quotienten --, " , ^ etc., wenn nur der Gesammt- 

Index desselben aiaV ä'V'-" gleich dem Index ist, sich als eine 
rationale Function der Verhältnisse der Grössen L darstellen lässt. 
Weiter aber zeigen diese Formeln, dass zwischen den sechs Grössen 
L eine grosse Anzahl homogener Gleichungen , sämmtlich von der 
sechsten Ordnung, besteht. Denn aus der zweiten und dritten der Glei- 
chungen (6) folgt: 



daher ist: 



2 2 



^ß^ <./ ^ ^^ ^ ^Z** ./ 

XßX /y « * %^^ 

X Vax ^ 4^^«^ „ f_^ ^i 
tßl tan ®* tßn tat 

2 Ji ^2 ^2 Ji J2 



Vaß fY± f}h_ ^ *^g ^(i ^Y ^<y ^X % ^ _^ = -^ - . 
2fa^ Xyd Xkfi a^ dal 1^^ ' 

daher ist, für beliebige Indices: 

(8) q>ax<PßXXaXXiix = 9^aX(PßxXaxXßX , 

9o^ß^>rd^Xti'4^x = XccßXy^XXfi] 
und alles dieses sind, wenn wir für die Grössen <JP, X, ^ ihre Aus- 
drücke durch die L eingesetzt denken, homogene Gleichungen sechster 
Ordnung zwischen den Grössen L. Freilich können nur zwei von 
diesen Gleichungen unabhängig von einander sein ; die übrigen müssen 
sich als Folgerungen derselben ergeben. 

§5. 

Wir brechen jetzt diese allgemeinere Betrachtung ab, um zu unter- 
suchen, was aus den Ausdrücken (f, Xy ^ wird, wenn wir durch eine 
gleich anzugebende willkürliche Relation unter den Grössen L die Ver- 
änderlichkeit der Argumente beschränken. 

I. (fx/L ist nach der Gleichung (5) durch eine quadratische Form 
dargestellt. Wir setzen die Determinante derselben gleich Null: 

i|l i,2 -^13 

(9) ijl -^22 -^23 = ^' 



Ln 


■^12 


^13 , 


^21 


Z22 


-^23 


-^31 


-^32 


-^33 



Alsdann zerfällt die quadratische Form in ein Product zweier Linear- 
factoren: 

q>xx = {^3) + i?j/ + t^) (Sa;' + riy + g/); 
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oder, wenn wir iiXr ^, rj, ^ die Werthe dieser Grössen einsetzen: 



<PxX 



X 



y 







X 

ax 



y 

hx 



Cx 



ai Ix Cx 



ax h Cx 

Wir multipliciren die einzelnen Factoren, um sie in Bezug auf x, 
l symmetrisch zu machen, mit dem altemirenden Vorzeichen ( — 1)'*'^ 
und bezeichnen 



(— 1)'^ I ^ 



X 


y 


z 


dx 


bx 


Cx 


ax 


bx 


Cx 



durch F{x, y, z)xi. 



Alsdann ist 

(10) ^>xx = F (a?, y, z)xx F {x, y\ z)xX' 

Wir können uns [x, y, z) als die homogenen Coordinaten eines 
veränderlichen Punktes in einer Ebene, («i, 6, , Cj) • • • {a^b^c^) als die 
von 7 festen Punkten vorstellen, und diese Punkte selbst durch die 
Zahlen 1, 2 • • • 7 bezeichnen. F (x, y, z)xi = ist dann die Glei- 
chung derjenigen Graden, welche durch die beiden Punkte x, A hin- 
durchgeht. Dadurch ist diese Function charakterisirt, wenn ausserdem 
noch der Werth von F {x, y, z)xx in einem dritten Punkte ft gegeben 
ist. FxX ist also bestimmt durch die Eigenschaften: 

{Fxx = in den Punkten x, A, 
= (_ iy\^%^;, im Punkte ^. 

II. Setzt man in der ersten der Gleichungen (7) für die Grössen 
q) die eben gefundenen Ausdrücke, wobei der Kürze wegen i^^y für 

F {x, y, z)ßYi FßY f^^ -^ (^'j y'} ^')ßy geschrieben werden soll, so er- 
hält man: 

9l9lXx^-=S |(^ iyy\-^fxrafxß6UaßUr9FßyFaöFßyF:,A. 

Hierdurch ist, wenn wir {x\ y\ z') als constant auffassen, xxf4, definirt 
als eine homogene quadratische Function von {x, y, z), die offenbar an 
den vier Punkten a, ß, y, ö verschwindet. Sie verschwindet aber auch 
im Punkte x. Denn in diesem wird nach (U): 

der Ausdruck auf der rechten Seite geht daher über in: 

(_ \y\-?y^fxyaf.ß6f.aßfxröUßyf.a6S |(- 1)/* ^ • «^^i^^V^«"! • 

«,/J.y < J 

Wir betrachten nun den letzten Factor dieses Products. Vertauschen 
wir (a?', y', /) mit {as, bd, c ), so geht 

F^y in (- lyy^^fsßy, F^^ in ~ Fa6 
über; daher der Summenausdruck in: 
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Von dieser Summe, die eine lineare Function von x\ y\ z dar- 
stellt, ist zu zeigen, dass sie identisch verschwindet. Dazu ist nur 
nöthig, zu zeigen, dass sie in den drei Punkten a, /3, y verschwindet. 
Dies aber geht unmittelbar aus (11) hervor. Denn setzen wir z. B. 
{x\ y' /) = {ay, hy, Cy), so wird 

daher : 

Somit muss diese Summe, und anch die ursprüngliche identisch Null 
sein. Es gelten also die beiden Belationen: 

(a) S \i-iyy\<'ffy,F„A=0, 

(b) S \{-iyy\-^F^yF„A = 0. 

Aus der letzten Gleichung folgt nun, dass die quadratische Function; 
durch welche Xi^i dargestellt ist, ausser an den Punkten or, /3, y, d auch 
noch im Punkte x verschwindet. Dadurch ist aber xxfi bis auf einen 
von X, y, z unabhängigen Factor bestimmt; und da %x^ symmetrisch 
ist in Bezug auf beide Werthsysteme, so folgt, dass %Ku.y ebenso wie 
^)Xy^^ in zwei Factoren zerfällt, von denen der eine nur Xy y, z^ der 
andere nur x ^ y\ z enthält. Diese Zerlegung nun lässt sich mit Hülfe 
der gefundenen Formel wirklich ausführen. Wir bezeichnen für den 
Augenblick die Producte 

FßyFady FyaFßöj FaßFyö durch Pj, P^, P3, 
FßyFad etc. durch P/, P/, P3', 
UßyUaü etc. durch ^j^, 'g^, 2)3, 
und die Vorzeichen 

(—lyylarf, (__ l)ya|/*(^^ (_l)a,^lycr durch £,, ^2, % 

Es ist danu offenbar: 

gx^9i.^%xi. = £,2)2^3^1 -P/ + «21^3^1 AA' + HP\P2^z'Pz^ 

B\ Pi + ^2 -^2 "T" ^3 -^3 ^^ ^? 
^iP\ +^2l>2 + «3P2 =0, 

C I Co Co ^^^ """ X • 

Die vorletzte Gleichung wird aus (6) dadurch erhalten, dass man 



AbrisB einer Theorie der Aberschen Functionen^dreier Variabein. 49 

[Xj yj z) =: {cLxy hx} ^x) setzt. "Wir eliminiren nun die Grössen P3, 
P3', p^. Dadurch geht der Ausdruck von ffx^u^Xfi ^^®^ ^^ folgenden: 

= (PtPx - Pi P2) iPiPi - i>, A'). 

Wir bezeichnen nun die Function zweiten Grades 

(_ lyiß+Hr PtPi-PiPt durch G(x, y, z). 

"x9fi 
Alsdann ist 

XXfi = Gr{?o, y, 0) G(x\ y\ /). 

Diese Function zweiten Grades 6r(a?, y, ß) hat, wie wir bewiesen haben, 
die Eigenschaft; an den fünf von A, ft verschiedenen Punkten zu ver- 
schwinden. Im Punkte l selbst ist, wie aus (4) hervorgeht: 

-P, = (- iy'«'""'/i,»r/i.», -P. = (- ^Y^''P''hr«ni>i\ 
daher erhalten wir: 

fnyafxßdflßrfxad — fxßffxadfxyaflßd 

Der Ausdruck auf der linken Seite ist aber, wie aus (2) folgt, 
mithin ist: 

Ebenso ist: 

Die Function G(x, y, z) ist auf diese Weise charakterisirt durch 
sieben Bedingungen. Diese sind symmetrisch nach den beiden Indices 
ky [i einerseits, und den davon verschiedenen a, /3, y^ d, x andrerseits. 
Daher können wir diese Function durch 6r(a;, y, 0)xfi bezeichnen. Dem- 
nach erhalten wir: 

(12) Xxn = Gr {Xy y, 0)x^, G {x\ y, /)x^ , 

wo die Function Gxfi definirt ist durch die Gleichung: 

(c) (~ iy^ß+^^y(fnrafxßrFßyFaS-f.ßrf.aöFyaFß^)=gxg^Gi^ , 
und auch durch die Eigenschaften: 

Gxfi = in den Punkten a, j3, y, d, x, 

^ ^ == ^ — -^ im Punkte A. 

l yx 

Zu den beiden Gleichungen (b) und (c) wollen wir noch zwei ver- 
wandte hinzufügen. Es stellen nämlich die sechs Grössen 

Gx/n, Gfijty GxX, FßyFad, FyaF^^y FaßFy^ 
ScHOTTKT, AbePsche Funct. 4 



50 AbrisB einer Theorie der Abel'schen Functionen dreier Variabeln. 

sämmtlich FuDctionen zweiter Ordnung dar, die in den vier Punkten 
^; ß} y» * verschwinden. Zwischen je drei derselben muss daher eine 
lineare Gleichung stattfinden. Es muss daher auch FßyFad liii^i* 
durch Oxfiy Gxfi ausdrückbar sein, und endlich zwischen Oifi, G^iu 
Gxx eine lineare Gleichung bestehen. Um die Coefficienten der 
Gleichung 

zu bestimmen, setzen wir (x, y, z) = (a^, 6^, c^); dann wird 

J>yF«, = (- Vr\ßy-'UßyUaö, Gx^^tL^f^, 6?,, = 0; 
daher ist: 

Ebenso ist 

B = (-lfl''gifzßrfxai] 
wir erhalten daher: 

(d) FßyFaJ = (~ ly^^igxflßyfxadGxX - g^Ufly^asG^^). 

Ebenso werden die Coefficienten der Gleichung 

AGx^ + BG^x + CGxx^O 
bestimmt; für (a;, y, z) = {afi, hf^^ Cf^ geht dieselbe über in: 

wir können deshalb setzen: 

^ = (— iy/«l^, JB = (- l)i^*l^, C= (- l)''^lM; 

so dass die Formel die Gestalt annimmt: 

(e) (_ lyn-ö,^ + (_ vr-\^G^, + (- iy^\f^Gxx = 0. 

Durch die vier Identitäten 6, c, d, e ist die Form der Relationen 
zwischen den aufgestellten sechs Grossen vollständig festgestellt, ebenso 
wie durch die Gleichung (a) die Form derjenigen Belationen, welche 
zwischen 

FaX) Fßxy Fyxy Fsx, -^ix; Ff^x 

bestehen. 

in. Wir setzen jetzt die für die 56 Grossen q)xXy Xxx gefundenen - 
Werthe in den Ausdruck von ^x ein: | 

«»/*iy l 9[i9fgrf^9vTßfivtyfiv ] 

Fassen wir diesen Ausdruck auf als abhängig von {Xy y, z) allein, 
indem wir x, y'y z als Constanten betrachten, so stellt er eine homo- 
gene Function dritter Ordnung dar. Fassen wir irgend eine der Grossen 
auf, aus denen die Summe zusammengesetzt ist, z. B. FaxGaXy ^ 
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sehen Yfir, dass diese an den Punkten a, ß, y, [i, v von der ersten, 
an der Stelle x aber von der zweiten Ordnung verschwindet. Denn an 
der Stelle x verschwindet -Fax und Gax, an der Stelle a: Fax, und an 
den Stellen ß, y, fi, v: Gax» Diese Eigenschaften sind allen drei 
Gliedern der Summe gemeinsam, und übertragen sich also auf den 
ganzen Ausdruck. Ausserdem aber ist zu zeigen^ dass der ganze Aus- 
druck auch an der Stelle A verschwindet. An dieser wird: 

TT /_-_ iVlaxf 3 q - ,_ l~ ^J \ 



daher: 






Das Verlangte wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass die 
Identität 

(f) S \{-\yy\-gafaf.vFanGax\ 

a,ß,yi ) 

stattfindet. Nun ist nach der Formel (e): 

fßf..fy^.F^xFy^---fy^rf^,,Fß^Fy,^{--iy\y+^\f^gagxGax. 

Diese Gleichung multipliciren wir mit fa/itFax und vertauschen 
dann die Indices a, /?, y cyklisch. Wir können hierbei ( — iy\Y durch 
s{ — lyn« ersetzen; der Werth des Zeichens s ist dann alternirend in 
Bezug auf a, ßy y und bleibt deshalb bei cyklischer Yertauschung 
dieser Indices ungeändert. Wir bekommen so drei Gleichungen; die 
erste derselben ist: 

tafiv^a*ffif*vJ^ß*fyxvJ^yfi — fyfiv-^yxfa/ivFaxffittvFßfi 
= (- lyif^sgxi- iyy^^gafaf..FaxGaX. 

Bilden wir die Summe dieser drei Gleichungen, so ergiebt sich offen- 
bar auf der linken Seite Null, während auf der rechten derselbe Aus- 
druck erscheint; welcher in der Gleichung (f) vorkommt, nur mit 
einer Constanten multiplicirt. Damit ist die Gleichung (f) bewiesen. 
Setzen wir nun in derselben (a?, y, 0) = (a;i, 62, Cx)y so erhalten 
wir noch die Parameter- Gleichung: 

(H S \{-iyy^-gafaxxfa^A--0. 

a,ß,yi f 

Hieraus geht nicht nur hervor, dass tf/j«, ebenso wie die früher 
behandelten Ausdrücke, in zwei Factoren zerfallen muss, sondern es 
lässt sich auch diese Zerlegung direct ausführen. Wir führen folgende 
Abkürzungen ein. Es mögen 

^^^aX ^ßx^ßX ^\x^yX 

faxX fßxX ' fyxX 

4* 
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durch Jf«, Jf^, My; die entsprechenden Functionen von {x, y, z) 
durch Maj Jf/, Jfy'; die Grössen 

S/afaxxfafivf 9ßfßjtifßfiv^ Qrfy^^fvf^^ 
durch m«, m^, i»y bezeichnet werden; endlich die Vorzeichen 
(_ l)/^y|a, (— l)y«i/9^ (_ i)«/j|y durch £„, fi^, £y. 

Es ist dann: 

Wx - ^i 2"~2 » 

ianvißfiv'Yfiv9u9ß9y9fi9v 

und, nach den Formebi (f, f): 

SafnaMa + B^mßMß + fymyJfy = 0, 

Die drei letzten Gleichungen benutzen wir dazu^ um in dem Ausdruck 

EatnaMaMa + BßfnßMß Mß + ByinyMyMy = M 

die Grössen niyj Myy My zu eliminiren. Hierbei ergiebt sich: 

fymyJf = (SamaMa + SßtnßMß) (£«maJlf«'+ SßlUßMß) 

— {ßama + f^M^) {BafnaMaMa + SßMßMßMß) 

= £ym«m^ (-Ma-Sfa' + MßMß— MaMß — Jf^Jfa'); 

daher: 

AM «M 

»Setzen wir dies in den Ausdruck von tjJx ein, indem wir den Constanten 
m«, Mß, niy ihre Werthe beilegen, so erhalten wir: 

lyfivifYiffiyv 

oder, wenn wir setzen: 

^x == H(Xyy,z) H(x\y\z'). 
Dieser neu definirte Ausdruck 

ist nun eine kubische Function von {x^ y, <2f), die an allen sieben Stellen 
verschwindet, an der Stelle k aber von der zweiten Ordnung. Er ist 
symmetrisch in Bezug auf die drei Indices y, n, v einerseits und er, ß 
andrerseits; es ist aber leicht zu sehen, dass sein Werth auch dann 
ungeändert bleibt, wenn man a oder ß mit y, ft oder v vertauscht. 
Denn vertauschen wir z. B. a mit y. Aus den Gleichungen 



folfft: 



daher : 



oder: 
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BalVla + BßWlß + eynty = 

B^ma {Ma — M^) + Bynty {My — Mß) == ; 

M^-^M.^B.'^^iMy^Mß), 



Hieraus ergiebt sich: 



a 



Es bleibt also der Werth von H{Xyy,z) ungeändert bei einer be- 
liebigen Yertauschung der Indices ce, ß, y, ^i, v unter einander. Es 
muss aber gezeigt werden , dass dasselbe stattfindet ^ auch wenn wir 
einen dieser Indices mit X vertauschen. Zu diesem Zweck multipliciren 
wir die Gleichung 

fßxxFaxGal — faxxFß^Gßl= (— \y ^'' OyO^Orfv/ivS 

mit Fyy, Nach der Formel (d) ist dann 

FaxFyy'^^ (— ly^ f" (gxflaxfxyvGßl — ffiiiffiaxfftYvGß^) y 
FßxFyv= ( — iy\f* {gxfxßxflyvGaX — fffifftßxffiYvG-afi)- 

Wenn wir dies einsetzen , so heben sich die mit gx multiplicirten 
Glieder gegenseitig auf, und wir erhalten: 

fßxXfaxfiGaxGß^ — faxxfßx^GßxGa^={—iy^"-^f'^^gY9vFyrH. 

Diese Darstellung von JS ist symmetrisch in Bezug auf X und /i. Da 
wir demnach alle von x verschiedenen Indices in dem Ausdrucke der 
Function H{x,y^0) vertauschen können, ohne ihren Werth zu ändern, 
so können wir diese Function dritter Ordnung bezeichnen durch 
S (x, y, z)x» Wir erhalten also: 
(14) tx=^B (x, y, 0)x H {x\ y\ z\, 

und wir können uns J9x definirt denken durch jede der beiden Glei- 
chungen: 

(g) fßxxF„^GaX — faxxFß^Gßx={- ^y ^ "^ 9r9^9vfYnvB:^> 

(g) fßxxfaxf.GaxGß^-- faxxfßx^GßxGa^c = {— V)? ^ -+f^ ^ ' grg.Fy.H^. 

Die Formeln (f) und (g) gehören zu einer neuen Gruppe von Identitäten. 
Die Functionen 

FaxGaXy FßxGftXy FyxGyX, FftxGfiXy F^xGvXy Hx 

sind sämmtlich von der dritten Ordnung, und verschwinden doppelt 
im Punkte 9C, einfach in den Punkten a, ß, y, fi, v. Es müssen also 
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auch hier lineare Relationen zwischen je dreien dieser Grössen statt- 
finden. Die Form dieser Gleichungen wird durch (f) und (g) an- 
gegeben. 

Wir setzen endlich 

(15) F {x, y, e)^xG {x, y, e)^x^H {x, y, 0)^x\ 
dann ist: 

^xji = H (x, y, 0)xxB: {x\ y\ z)xXy 
also allgemein; für alle 28 ungraden Indices: 

(16) tm=S (x, y, 0)m H {x\ y\ £f%. 

Diese 28 Functionen FLm, sind sämmtlich von der dritten Ordnung 
und haben die Eigenschaft gemeinsam^ dass sie an den Punkten 1, 2* -T 
verschwinden. Während aber die 7 Functionen S« die besondere Eigen- 
schaft haben ; dass jede von ihnen an einem dieser Punkte von der 
zweiten Ordnung verschwindet; so ist es den 21 übrigen eigenthumlich, 
dass jede in eine Function zweiter Ordnung und eine lineare zerfallt. 

§6. 

Die im vorigen § hergeleiteten Gleichungen sind sämmtlich Iden- 
titäten; die in leicht erkennbarem Zusammenhange mit den <T-Belationen 
stehen. Nicht identische Relationen dagegen, also algebraische Be- 
ziehungen zwischen den Grossen x, y, und a?', y\ fi erhalten wir, wenn 
wir die Ausdrücke 9x2= F^xF^cx, %icx= CrxxCrih tx = S^xSx in die 
Gleichungen (8) einführen: 

FßxGßxSx • FßxGßxHx ^= FßjtGßxHx • FßxGßxSx, 

FaxFßxGaxGßx' FaxFßxGaxGßx = FaxFß^GaxGßX ' F^xFßxGaxGßU 

FaßFysFxfiHx • FaßF^sFx^HJ = GaßGy^Gxfi • GaßGysGxf^ 
Diese Gleichungen werden dadurch erfüllt; dass man einzeln: 

FßxGßxSx= FßjtGßxJSxf 

(17) FaxFßxGaxGßx= FaxFßxGaxGßX, 

, FaßFysFxfiHx = GaßGydGxjn 

setzt; und dieselben Relationen zwischen den entsprechenden Functionen 
von Xf i/j annimmt. Zuerst lässt sich leicht zeigen, dass durch das 
Gleichungssystem (17) nur eine einzige Beziehung zwischen x, y, fest- 
gestellt wird. Vergleicht man nämlich die beiden Formeln (c) und 
(g') des vorigen Paragraphen mit einander, so erkennt man, dass zwischen 
den drei Functionen FaßFySj FßyFas, Gxfi dieselbe Beziehung besteht, 
wie zwischen GaßGySi GßyGady FxfiHxi 

AFaßFyi + BFßyFaö + CGxf. = 0, 
AGaßGy^-\- BGßyGad + CFxinHx= 0. 
Eliminirt man hier den Goefficienten Ä, so folgt: 
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B[FaßFydGßyGad FßyFadGaßGyd) 

+ C^FaftFydFxfAHx — GaßGysGxfi) = Ü. 
Dies ist eine Identität. Wir erkennen alsO; dass von den beiden 
Gleichungen 

FaßFy^GftyGad'^' FßyFadGaßGyd) 

FaßFydFxfiHit= GaßGydGxfi 

die eine nur eine identische Umformung der andern ist. Bezeichnen 
wir die dadurch festgestellte Beziehung zwischen x^ y^ durch 

(18) L (x, y, z) = 0, 

so lehrt die erste Form^ dass diese Beziehung unabhängig ist von der 
Vertauschung der Indices x, X, ^ unter einander. Die zweite Form 
zeigt aber^ dass man die Indices X, ^ mit a, ß und auch mit y,- d ver- 
tauschen kann. Daher ist die Gleichung L ^=0 völlig unabhängig von 
der Yertauschung der Indices. Hiermit ist gezeigt, dass die zweite und 
dritte Formel des Systems (17) , auch wenn die Indices ganz beliebig 
angenommen werden, nur verschiedene Formen einer einzigen Gleichung 
L = geben. Aus der dritten folgt aber unmittelbar die erste Formel. 
Denn da 

FaßFyßFxfiHn = GaßGy^Gxfiy 

GaßGy$Gxx== FaßFy^FxxSfi 

ist, so ist auch: 

FxfiGxxSx^^ FxxGxfiHfi. 

Man kann nun fragen: Ist dies die einzig mögliche Art, das 
Gleichungssystem (8) aufzulösen? Setzen wir 

FßxGßxHyt^= Ay FßxGßxSx^=^ B, 

und nehmen an, dass die Gleichung L = nicht erfüllt ist, so ist 

Ä — B = L, 

wo L eine von Null verschiedene Grösse bedeutet. Dieselbe Gleichung 
findet statt für die entsprechenden Functionen von (a?', y', /). 

Multiplicirt man die erste mit ^, die zweite mit A, so erhält man : 

AA — BB = B'L + AL\ 

Die linke Seite ist, nach dem Gleichungssystem (8), Null; daher: 

FßicGßxSxL + FßxGßxSnL' = 0. 

Aus dem vorhin geführten Beweise geht hervor, dass die Grössen L 
und L\ wenn sie von Null verschieden sind, sich nur um einen con- 
stanten Factor ändern, wenn die Indices vertauscht werden. Ihr Quotient 

jy ist also jedenfalls eine von den Indices unabhängige Grösse. Dann 

aber zeigt die letzte Gleichung, dass der Quotient 
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vom Index A, 



^ß^ 



vom Index x unabhängig sein muss. Daraus folgt, dass wir setzen 
können: 

H/m'G^x = QFf,,, H^HxG^x = Q:F'^x, 

WO Q und ^' ebenfalls von den Indices unabhängige Grössen bedeuten. 
Dadurch ergiebt sich 

Es unterscheidet sich also Hß von Hß nur um einen Factor, welcher 
von dem Index ß unabhängig ist. Dieselbe Beziehung, wie zwischen 
Hp und Hßy muss auch zwischen H^x und H^x bestehen. Denn die 
28 Grössen Hm sind sämmtlich Functionen dritter Ordnung, welche 7 
Nullpunkte gemeinsam haben; zwischen je 4 derselben muss also eine 
lineare Gleichung bestehen. Es lässt sich demnach H^x linear durch 
Ha,Hß, Hy ausdrücken, und H^x ist dieselbe Function von Ha, H ', H/. 
Ist also Ha = S'JS« (a = 1, 2 . . • 7), so folgt hieraus, dass auch H'ti 

= qHttx ist. Nun haben wir die Gleichung: 'SF^^^ HmHm] es ist 

also "arcy^ = qH^, mithin 




Dadurch erkennen wir, dass sich alle Grössen 6m linear und homogen 
durch drei Grössen g, rj, g ausdrücken lassen müssen. 

Eine solche Auflösung der Relationen zwischen den ungraden 6 
ist nun zwar wirklich möglich. Denn wenn wir irgend eine dieser 
Relationen auffassen, und wir entwickeln in derselben die Grössen ö 
nach den aufsteigenden Dimensionen der Argumente, so erkennt man 
unmittelbar, dass dieselben Gleichungen, welche zwischen den 6 be- 
stehen, schon zwischen den Anfangsgliedern dieser Functionen be- 
stehen müssen. Wir erhalten also eine Auflösung aller dieser Glei- 
chungen, wenn wir setzen: 

WO I, i2> S willkürliche Grössen bedeuten. Die später zu entwickelnden 
Relationen zwischen den graden und ungraden «^-Functionen zeigen 
aber, dass, wenn wir diese Lösung aufrecht erhalten wollen, der Quo- 
tient je zweier graden gleich Eins, der Quotient eines ungraden 6 
durch ein grades gleich Null angenommen werden muss; so dass alle 
28 ungraden ^-Functionen im Yerhältniss zu den graden als unendlich 
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klein aDgenommen werden müssteu. Deshalb ist diese Lösung zu ver- 
werfen, und die in den beiden Gleichungen L {x,y,0) = 0, i {xy' z) = 
enthaltene die allein brauchbare. 

§7. 

Wir gehen nun dazu über, die in der Gleichung i = ausge- 
sprochene Beziehung zwischen x^ y^ z genauer zu untersuchen. Zunächst 
lassen sich die Eigenschaften der Grössen F^ Gy H, welche in dem 
System (17) ausgesprochen sind, durch eine merkwürdige Formel dar- 
stellen. Aus der ersten Gleichung des Systems folgt nämlich 

^ßü ^ßi 

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth beider Ausdrücke durch jß, 
so ist leicht zu sehen, dass diese Grösse B von den Indices völlig 
anabhängig sein muss. Wir bekommen also 

(19) H,HxG,x = BF^,. 
Multiplicirt man nun die drei Gleichungen ' 

HaHßGaß = BFaß^ 

Hy Hs Gy (J = RFyd , 

HxHfiGxfi == RFxfi 

mit einander, und beachtet, dass nach der letzten Formel des Systems 
{11) GaßGydGxfi = FaßFysFif^Hx ist, so ergiebt sich 

(20) HaHßHyHsH.HiHf, = B\ 

es ist also B gleich der dritten Wurzel aus dem Product aller 7 
Grössen Ha . Umgekehrt ist jede der Formeln (17) eine einfache Folge 
der beiden zuletzt aufgestellten. 

Nehmen wir irgend eine Form der Gleichung i = 0, z. B. die 
folgende: 

FaxFßxGaxGßic — FaxFßxGaxGßX = 0, 

so ist unmittelbar ersichtlich, dass dieselbe eine Gleichung sechster 
Ordnung mit den 7 Doppelpunkten 1, 2 • • • 7 ist. Denn jedes der beiden 
Producte, aus denen L besteht, verschwindet an jedem dieser Punkte 
von der zweiten Ordnung. Im Punkte a verschwinden die Factoren 
Fax und Gßx des ersten Products, im Punkte ß\ Fßx und Gai, im 
Punkte 7c: Fax und GaXy im Punkte X: FßX und Gßx, endlich in den 
drei übrigen y, /it, v: Gax und Gß^. Das entsprechende gilt von dem 
zweiten Product. Nach der bekannten Formel p=^(m — l)(w — 2) — d, 
in der q den Bang (nach Biemann's Bezeichnung das Geschlecht), m 
die Ordnung, und d die Anzahl der Doppelpunkte der Curve bedeutet, 
ist somit die Gleichung i = vom Range 3. 
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Zu den Punkten 1, 2 • • • 7, welche dem durch die Gleichung i = 
definirten algebraischen Gebilde angehören^ und doppelt zu zählen, also 
als Punktepaare aufzufassen sind, kommen nun noch 21 andre Punkte- 
paare. Die angenommene Form der Gleichung zeigt nämlich, dass 
dieselbe befriedigt wird, wenn gleichzeitig 

gesetzt wird. Die erste Gleichung ist die einer Graden, welche durch 
die beiden Doppelpunkte oc, ^, die zweite die eines Kegelschnitts, 
welcher durch die fiinf übrigen hindurchgeht. Das Punktepaar, welches 
beiden gemeinsam ist, bezeichnen wir durch den Index ax. Dadurch 
sind also 28 bevorzugte Punktepaare des Gebildes, den 28 ungraden 
Indices entsprechend, definirt. 

Wenn nun auch durch die Bedingung, dass die Punkte 1, 2 • • • 7 
Doppelpunkte der Curve sechster Ordnung i = sein sollen , diese 
letztere noch nicht völlig bestimmt ist, so ist doch klar, dass, wenn 
wir noch die Bedingung hinzufügen, dass die weiteren 21 Punktepaare 
auf der Curve liegen sollen, nur eine Curve existiren kann, welche 
diesen Bedingungen gehorcht. Es lässt sich nun die Gleichung X = 
algebraisch weit einfacher definiren. Es sei nämlich 

eine homogene Function dritter Ordnung der drei unabhängigen Ver- 
änderlichen S, 1}, S, deren Coefficienten ebenfalls willkürliche Grossen 
sind. Stellt man die Bedingung, dass diese an den Stellen 1, 2 • • - 7 
verschwindet, so erhält man 7 homogene Gleichungen 

i^(aa,6«,c«) = (« = 1,2... 7) 
zwischen den Coefficienten der Form. Verlangt man nun, dass die 
Function noch an einer neuen Stelle : 5 = ^;^ = ^!?*=^ verschwindet, 
und zwar von der zweiten Ordnung, so treten zu diesen 7 Gleichungen 
noch drei neue hinzu: 

imd es kann diesen 10 Bedingungen nur dann Genüge geleistet werden, 
wenn eine algebraische Beziehung zwischen den Grössen x^ y^ s und 
den Parametern festgestellt wird. Diese Beziehung besteht darin, dass 
die Determinante dieser 10 Gleichungen gleich Null gesetzt wird. 

Hierdurch ist eine algebraische Gleichung zwischen x, y, und den 
Parametern festgesetzt, die in Bezug auf x^y, von der sechsten, in 
Bezug auf jedes Werthsystem (a«; 6«; Ca) von der dritten Ordnung ist. 
Es ist offenbar, dass eine solche Determinante von der zweiten Ordnung 
verschwindet, wenn (a?, y, ^ef) = (ti«, 6«, c„) gesetzt wird. Diese 7 Punkte 
sind also Doppelpunkte der Gleichung. Ferner aber, wenn wir Curven 
i^(|, 1^, g) = kennen, die von der dritten Ordnung sind, durch die 
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Punkte 1, 2 • • • 7 hindurchgehen ^ und ausserdem einen oder mehrere 
Doppelpunkte haben, so wird, wenn wir für a;, y, £? die Coordinaten 
eines dieser Doppelpunkte einsetzen, die aufgestellte Determinante ver- 
schwinden; diese Punkte werden also auf der Gurve sechster Ordnung 
liegen. Eine solche Curve ist aber diejenige Curve dritter Ordnung, 
die in eine durch x, A hindurchgehende Grade und einen durch die 
übrigen 5 Punkte gelegten Eegelschnitit zerföllt, und die Doppelpunkte 
dieser Curve dritter Ordnung sind diejenigen, in welchen Kegelschnitt 
und Grade sich schneiden. Somit müssen auch die 21 mit xA be- 
zeichneten Punktepaare auf dem Gebilde sechster Ordnung liegen, 
welches durch das Null- Setzen der Determinante deiinirt wird. Daraus 
folgt, dass diese Gleichung mit der Gleichung Z <» übereinstimmen 
muss. Wir erhalten also das Resultat: 

Die algebraische Beziehung zwischen x, y, ist dadurch charakteri- 
sirt, dass es möglich ist^ eine homogene Function dritter Ordnung 
dreier unabhängiger Grössen £, i;, g zu bilden, die an den 7 Stellen 
(a«, ba, Ca) von der ersten Ordnung, an der Stelle x, y^ z von der 
zweiten Ordnung verschwindet. 

Uebrigens lässt sich dieser Satz auch rein formal, nämlich da- 
durch^ dass man in einer der Darstellungen von Hx, z. B. der Formel 
(g) in § 5, das Werthsystena {x, y, 0) mit (a^, 6«, Cx) vertauscht, 
ableiten. 

§ 8. 

Die Gleichung Z «= steht in naher Beziehung zu der allgemeinen 
Gleichung vierter Ordnung, die gewohnlich als algebraische Grundlage 
dieser Theorie genommen wird. Bevor wir zu dieser übergehen, ist 
es vortheilhaft, noch eine neue Identität zu entwickeln. Wie schon 
erwähnt, sind alle 28 Grössen Hm Functionen dritter Ordnung, welche 
an den 7 Punkten (a«, bay Ca) verschwinden. Daraus folgt, dass 
zwischen je vier derselben eine lineare homogene Gleichung mit con- 
stanten Coef&cienten bestehen muss. Wir wollen diejenige Relation 
aufstellen, durch welche Hxi, Ha, Hß, Hy verbunden sind. 

Die Grössen -ET«, fl"^, Hy sind nach Formel (g) definirt durch 
folgende Ausdrücke: 

f/iaxFxaG-xk — fxaxF^iaG-fiX = (— 'i^Y^'' gß9y9vfßyvHai 
ffißxF^ßGxX —fxßlFfißGfiX = (— ^Y^''gy9a9vfyavHßj 

ffiyxFnyGttx — UrxFfiyG(jLi = (— ly^'' ga9ß9yfaßvHy. 

Wir multipliciren diese Gleichungen mit drei Constanten J., JB, C und 
bilden dann ihre Sunune. Das Resultat hat dann die Form: 

F^ Gxx — F2 Gfit x = H^ 
wo jPj und F2 lineare Functionen von Xy y, bedeuten, von denen 
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erstere an der Stelle x, letztere an der Stelle /i verschwindet, während 
H eine lineare Function von Haj Sß, Hy ^^^* M.SLn kann nun die drei 
Constanten so bestimmen^ dass F.^ identisch Null ist ; dann ist F^ Gti 
= H\ und da die rechte Seite dieser Gleichung an allen 7 Stellen 
verschwindet, Q^^x aber an den Stellen x, X von Null verschiedene 
Werthe hat, so muss F^ an den Stellen x, X verschwinden. Daraus 
folgt aber, dass sich F^ von F^i nur um einen constanten Factor /^ 
unterscheiden kann. Wir erhalten also: 

F.^foF,,', daher F,G,i = foH^,^H. 

Die geforderte Bestimmung der Coefficienten A^ B, C ergiebt sich 
unmittelbar aus der Formel 

welche aus (a) durch Veränderung von x in ^ hervorgeht. Danach muss 

Ä = (- lyy^-'fßy^f.^lf.yl, 5= (- l)y^Pfra^f.yxfral, 

C^i-iyfilrfafl^f^alf.ßX 

sein. Daher ist: 

F,=>foF,i= S U- lyyi'f^y^f^anf.flxf.yxF.J, 

H = foH,X^i-lY\''9r 8 k-iy^^'gßgyfßy^fßyrf/l.lfyxxHj. 

Hierdurch ist die gesuchte Darstellung gewonnen, sobald die Constante 
/'q bestimmt ist. Setzen wir nun in der ersten dieser beiden Gleichungen 
(a;, y, jSf) = (öy, 6y, Cy), so verschwindet JF^yj während 

F,, in (- lyi'^Yyxz, F,a in (~ ly^^^fya. 
übergeht, so dass sich ergiebt: 

Oder: 

/i = S |(~ ly I «+y 1 'faX^fay.fpy^fß^xl 

= ( — ^y^'^'^^^^ifaXtifayxfßytifß^l — fßXtifßyxfayfifaxX)' 

Nun ist aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wenn wir noch 
das Vorzeichen ( — 1)^1* hinzufügen, nichts andres, als gv\ daher ist 

und somit: 

(21) H,x^ 8 \{- iyy^''9ß9yfß.lfy.xfßy^fßyvSa\. 

ct,ß,Y ^ ' 

Vergleicht man dieses Resultat mit Formel (81) des ersten Theils, so 
erkennt man, dass die Beziehung, welche zwischen Hxx, Sa, B.ß, Er 
besteht, genau dieselbe ist, wie die, durch welche Vxx, v«, Vß, Vy ver- 
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bunden sind. Daraus muss der allgemeiuere Schluss gezogen werden, 
dass überhaupt je vier der 28 Grössen Hm durch dieselbe Gleichung 
verbunden sind, wie die entsprechenden Grössen t?^. Diese sind nun 
lineare Functionen dreier unabhängiger Grössen w, u\ u\ von der Form : 
v« = «mW + &mw' + Cm'vi' \ Umgekehrt können letztere linear aus irgend 
drei der Grössen Vm, gebildet werden. Wenn wir nun drei Functionen 
dritter Ordnung 

H{x,y,z), H{x,y,0)y n{x,y,z), 

definiren, welche aus drei der Functionen Hm ebenso gebildet sind, 
wie Uj Uy u' aus den entsprechenden Grössen v^, so muss umgekehrt 
jede Function H (ic, y, z)m sich durch diese drei in derselben Weise 
darstellen lassen, wie Vm durch Uy u^ u\ Demnach erhalten wir folgende 
Darstellung der 28 Functionen Hm durch drei von den Indices unab- 
hängige Grössen: \ 

Hm = ümH + 6»jfi + Cm^- 



§ 9. 
Durch jedes lineare Aggregat der Grössen -Bf, H, H ist eine 
homogene Function dritter Ordnung dargestellt, welche an den 7 
Doppelpunkten des Gebildes verschwindet. Setzen wir ein solches 
Aggregat gleich Null, so schneidet die durch diese Bedingung definirte 
Curve dritter Ordnung die Curve sechster Ordnung i = 0in3«6==18 
Punkten. Daher verschwindet jedes derartige Aggregat (welches wir 
eine allgemeine -BT- Function nennen wollen) ausser in den 7 Doppel- 
punkten noch in 18 — 2-7 = 4 weiteren Punkten. Die letzteren 
fallen paarweise zusammen, wenn die jET-Function eine der 28 Grössen 
Hm ist, und diese beiden Punkte, in denen jET^, ausser den allen ge- 
meinsamen, noch zweifach verschwindet, sind identisch mit dem durch 
den Index m bezeichneten Punktepaare. Denn nehmen wir zuerst 
m = kX, so ist Hm = F^xCr^x» In dem Punktepaare xX verschwindet 
sowohl 2<^x;i alsGx;i, daher verschwindet das Product in demselben von 
der zweiten Ordnung. Setzen wir aber m = «, so folgt aus der Formel 

dass die Function Hx in dem Doppelpunkte x der Curve L == von 
der dritten Ordnung verschwindet. Denn jeder der drei Factoren des 
auf der linken Seite stehenden Productes wifd gleich Null, wenn 
(x, y , 0) = {ax,ixp c ) gesetzt wird, während die drei Grössen jF«^, 
Fydj Fxfi von Null verschiedene Werthe erhalten. Wir können also 
auch hier sagen, dass Hx ausser in den Punkten 1, 2 • • • 7 noch zwei- 
mal in dem Doppelpunkte x verschwindet. 

Bilden wir also den Quotienten zweier allgemeinen IT-Functionen, 
so erhalten wir eine rationale Function der durch die Gleichung i = 
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yerbundeneu Grössen (x, y, a)^ welche vom vierten (in speciellen Fällen 
vom dritten) Grade ist, da sie an vier Stellen verschwindet, und an 
eben so vielen unendlich wird. Daraus geht hervor, dass die Gleichung 

M {H, H, H) = 0, 

welche zwischen Hy Ä, H besteht, von der vierten Ordnung ist. Fassen 
wir diese Grössen als neue Veränderliche auf, und zwar als homogene 
Goordinaten einer Ebene, so ist J!f«=sO eine Curve vierter Ordnung, 

und ajEr+ &-ff + cJff=0 die Gleichung einer Graden, welche diese 
Curve in vier Punkten schneidet. Setzen wir für a, 6, c eins der 28 
Systeme a^, hm, Cm, so fallen die vier Schnittpunkte paarweise zu- 
sammen; es sind also Hm = die Gleichungen der 28 Doppeltangenten 
dieser Curve, und wir sehen, dass den 28 Punktepaaren m in dieser 
Curve die 28 Paare von Berührungspunkten der Doppeltangenten ent- 
sprechen. 

Die Gleichung M =0 lässt sich nun in mannichfachen Formen 
darstellen, bei denen diese Eigenschaft der 28 Graden in Evidenz tritt, 
und die in naher Beziehung zu den 6- oder <T-Belationen stehen. In 
^§ 1 wurde nämlich gezeigt, dass, wenn wir die sechs Zerlegungen 
m = aby m = a¥ etc. eines von verschiedenen Index m in je zwei 
ungrade Indices vornehmen, zwischen je vier der sechs Producte 

<^a<y*; ^a'^b' Ctc. 

eine lineare homogene Gleichung besteht. Nun ist nach Formel (16) 
allgemein für jeden ungraden Index n: 

es muss also eine lineare Gleichung bestehen zwischen je vier der 
sechs Ausdrücke: 



j/Haj/H,]/Ha]/H,\ J/Ha']/H,ymym etc. 
Hierin ist allgemein 

H^ = anH + hnJS + Cnff, 
H: = anH + bnSr + CnH. 

Nun ist das Werthsystem {H, H^ H) unabhängig von dem andern 

{H, H, H) ; wir können also dem letzteren einen willkürlichen Werth 
beilegen, der nur der Gleichung JK" = genügen muss. Dieser Werth 
kann so gewählt werden, dass einer der vier Ausdrücke verschwindet. 
Daraus folgt, dass eine Relation bestehen muss zwischen je dreien der 
sechs Ausdrücke: 

j/Häj/W,, j/Ha'YH,' etc. 

Daran knüpft sich noch eine andere Folgerung. Es seien a, h, c, d 
vier von einander verschiedene ungrade Indices, deren Product ah cd 
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gleich dem Index ist; dann ist das Product der vier Wurzelgrössen 

/^, yWb, yWc, j/Ha rational durch die drei Veränderlichen H, H, 5 
ausdrückbar, und zwar in der Form einer homogenen Function zweiter 
Ordnung. Denn setzt man a6==m, so folgt aus der Voraussetzung 
abcd=^Oj dass auch cd=m ist. Es sei nun m = ef eine dritte 
Zerlegung des Index m in zwei ungrade Indices; dann ist nach dem 
eben bewiesenen Satze j/Hel^Hf linear darstellbar durch yHaj/Hö und 

yScj/Sü* Erhebt man in dieser Gleichung beide Seiten ins Quadrat^ 
so ergiebt sich eine lineare Relation zwischen 

HaH,, H,Ha, HeHf und j/Ha]/H,]/H,}/m. 

Damit ist der eben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Hieraus folgt z. B., dass das Product der Grössen j/Hx, yiSx, 

yExfiy j/Sxfi gleich einer Function zweiter Ordnung von JS, JS, H ist; 
und da HiHifi eine ebensolche Function ist, so erkennt man, dass 
der Quotient 

gleichfalls eine rationale Function dieser Grössen ist, die nur von den 

Verhältnissen derselben abhängt. In derselben Weise lässt sich —^ 

darstellen. Dadurch sind zwei in Bezug auf Xj y^ 8 lineare Gleichungen 
gegeben, mit deren Hülfe sich die Verhältnisse dieser drei Grössen 

rational durch die Verhältnisse von -BT, H, H ausdrücken lassen. Es 
zeigt sich also, dass die ursprüngliche Gleichung L = aus der neuen, 
M =0y ebenfalls durch rationale Transformation hervorgeht. 

Die verschiedenen linearen Gleichungen zwischen den Wurzel- 
Functionen 

l/HaVH,, VSa'VSö' etc., 
deren jede als eine Form der Gleichung Jf = angesehen werden 
kann, zerfallen in drei Gruppen, je nachdem der Index m ein-, zwei- 
oder dreigliedrig ist. Für einen eingliedrigen Index, m = «, hat man, 
den sechs Zerlegungen entsprechend, folgende Gruppe von sechs 
Grössen : 

YHaj/H^n, VEßj/Hi,, j/Hyj/s;:, yäi/Wx, V^VW^c. 

für einen zweigliedrigen, m = xA: 

Vh;^,j/h;,, yHf^vW^r VW^VW^ i/Wy-VWi, Vs^ysCx 

und für m = xAfc = aßyd: 

ymyw^, VHxVW», V-H'^VWx, VE^rVWi, 
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Zwischen je drei Gliedern irgend einer dieser Gruppen besteht eine 
lineare Relation. Es ist leicht; zu sehen^ dass sich im Ganzen sieben 
solcher Gleichungen aufstellen lassen ^ deren Form verschieden ist; 
davon gehört eine der ersten, zwei der zweiten und vier der dritten 
Gruppe an. Diese lassen sich ohne jede Schwierigkeit aufstellen, da 
sie unmittelbare Folgerungen der in § 5 entwickelten Identitäten sind, 
wenn man die beiden Formeln des § 7: 

HxHxGxx '^BFtix, 
S^S^S^ • • • Ml «= H^ 
hinzunimmt. Aus der ersten folgt nämlich , da FxxGxx = Sxx ist: 

R,HxHxx^R{Fxxy. 
Wir haben nun die Quadratwurzeln aus den 28 Grossen S^ zu 
bilden* Die Vorzeichen der 7 Grossen "/Hx mögen willkürlich gewählt 
sein; j/R bestimmen wir dann so, dass die Gleichung 

(23) ys^ VE, i/H,-fH,=^ (yw 

gilt, und yHxi so, dass 

(24) j/Si. VHiyWx = VB F»x 

ist. Dann folgt von selbst: 

Setzt man diese Ausdrücke für die Grossen F und 6r in die Gleichungen 
a bis g des § 5 ein, so erhält man folgendes System: 

(A) S |(- iyy\-f^yx]/Haj/H7.\'^0) 

(B) 8 {(- lyy ' -^ yn^y /ST^ = O; 



(C) 



(D) 



fxyafxßi V^firV^ai — fxßyfxai V Üya l/SfiS 

= (- 1)- "»+'"»' gxg^ ym VWm 

9ifxßrfxaiVEf,yHxi — gttUfiyf^aiVHxyE7ti 



(E) s U-iy'^\''yHxywJ==o\ 

(F) S }(- ly^^-gafa^.Vm. /S74 =0; 

/Qx fßxxYHaxYHaX — faxX j/Hßxj/HßX 

Von diesen Gleichungen giebt die erste die Form der Relationen der 
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ersten Gruppe, die vier folgenden (B), (C), (D), (E) die der dritten, 
und die beiden letzten die der zweiten Gruppe. 

Wir bemerken noch, dass die Formel (19) auch dazu benutzt 
werden kann, aus den Identitäten des § 5 andere abzuleiten, die 
zwischen Functionen der vierten oder fünften Ordnung bestehen. Von 
diesen ist eine bemerkenswerth, weil sie zu einer besonders einfachen 
Relation führt, die zwischen den Variabein der beiden Gleichungen 
Z = und -M = besteht. Multiplicirt man nämlich die Gleichung 

mit HxHxHfi^ und ersetzt HxHfiGxfi durch RFx^y so ergiebt sich: 

S \{^\Y^\^H.Fxf\=0. 

Der Ausdruck auf der linken Seite kann dargestellt werden als 

eine lineare Function von a?, y, z, deren Coefficienten linear in Hy H^ H 
sind. Letztere Grossen wollen wir für den Augenblick als unabhängige 
Constanten ansehen. Setzen wir dann a? = a^, y = 6x, ^ = Cx, so 
wird Ff,x und Fxx=^0, während (— ly^ ' * Fxfj. gleich fxx^i wird; daher 
geht die linke Seite der obigen Gleichung über in 

fxXfiSx = fxXn {axH+ bxJS'{- CxS). 

Es wird also für x = üx, y = ix, ^ = Cx der obige Ausdruck identisch 
mit folgendem: 

fxx^.ixH'^'yH+zH). 

Dasselbe muss stattfinden für x = ax, y = ix, ^ = cx, und für x = a^iy 
y = ft^ , ^ = c^ 5 mithin müssen beide Ausdrücke überhaupt für alle 
Werthe der Veränderlichen identisch sein. Daraus folgt: 

(26) xH+yH+8B=0. 

§ 10. 

Ehe wir die Theorie der beiden Gleichungen L = und Jlf = 
verlassen, wollen wir noch eine lineare Beziehung zwischen den 
Diflferentialen der Grössen H aufstellen, von der wir später Gebrauch 
machen werden. 

Die Gleichung Jf = wurde in expliciter rationaler Form nicht 
aufgestellt. Aus ihrer Existenz aber folgt, dass zwischen den Differen- 
tialen dreier Grössen IT«, jET^, Hy eine lineare Relation besteht: 

Ad Ha + BdHß + CdHy=0, 

in welcher Ä, B, C rationale Functionen der Grössen H bedeuten, 
die offenbar der Bedingung 

AH„ + BR^+ CHy^O 

ScHOTTKT, AbeVsclie Funct. ' 5 
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genügen müssen. Mau kann zu dieser Gleichung gelangen, indem 
man irgend eine der Formen, in denen die Gleichung Jkf = gegeben 
ist, differenzirt. Wir wählen die Form (E). Das Resultat der DiflFeren- 
tiation hat dann die Gestalt 

Ä + B = 0, oder A = —^B, 
wo 






Beide Ausdrücke formen wir um. Den ersten zunächst dadurch, dass 
wir nach Formel (24) 

ersetzen; dadurch erhalten wir: 



oder: 

Wenn wir auf die rechte Seite dieser Gleichung dieselbe Operation 
anwenden, welche wir am Schluss des vorigen Paragraphen ausgeführt 
haben, so ergiebt sich: 

S {(- \Yt^\^ Fi^dH^ = f^i^ixdH + ydS+ 0dR). 

x,X,n y J 

Für diesen DiflFerential-Ausdruck führen wir eine besondere Bezeich- 
nung ein: 

(27) xdH + ydH + i3dB = A. 

Danach ist 

l/W, J/Wij/H^ A = f^i^ J/R A. 

In dem zweiten Ausdrucke multipliciren wir jedes Glied mit dem 
Product 



}/H, }/H, J/H^ ]/Hx, J/H,,, }/Hyx = P. 
Es ist alsdann 

= RFxxFjt^] 

mithin ist 



PB = R S \(-^iy^^\^'F,,F,,dH,J. 
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Mit Hülfe der Gleichung (21) lässt sich jedes der Differentiale dExfi, 
dSftxy dHjtx, mithin auch die ganze rechte Seite der Gleichung, durch 
dHa, dH^ j dJSy ausdrücken. Wir setzen: 

S j(— lY^^\^FxiF,,,dHxA = (p^dHa + tp^dHß + q>^dHy, 

und beschränken uns darauf, cp^ zu bestimmen, da die beiden andern 
Grössen daraus durch Vertauschung des Index cc mit ß, bezüglich y, 
abgeleitet werden können. Nach (21) ist 

dHxiu= S \{—lY^^''gßgYfl9XnfYlliifßYyfßYr^Sa\] 

daher ist 

Wir betrachten nun die quadratische Function 

bei deren Umformung wir von der zwischen x, y, bestehenden Be- 
ziehung L = absehen. Setzen wir nun Fif^ == 0, so reducirt sich 
die Summe auf das erste Glied. Zugleich aber reducirt sich die zwischen 
F^i, FßXj Ffix bestehende Gleichung auf folgende: 

{-lyf'^^fß.aF.x + i- ly-^f'f^.xF^x^O, 
oder 

fßX^F,x^{-iy'i^f.Xf.F^x. 
Wir erhalten also, immer unter der Voraussetzung, dass Fxfi = ist: 

9 {^y y, ^) = (- V)-\^-^ß\f^f.,^fyX,fyß.F,ßF,,. 

Nun ist aber nach Formel (d): 

fyX^fy^xFx^Fx^—fyX^fyx^Fx^,F^x = (- \Y\^^i'\^gagvGrav\ 

mithin, da Fx^ = vorausgesetzt ist: 

fyX^fyß.FxßF,^ = {- ly^'-^^^^gagrGav, 
9? {X, y, ^) = — gagvfxXf^Gav 

Diese Relation ist hergeleitet worden unter der Voraussetzung Fx/n = 0. 
Es ist aber leicht einzusehen, dass sie identisch bestehen muss. Denn 
sowohl die rechte als auch die linke Seite ist symmetrisch in Bezug auf 
die drei Indices x, A, ft. Es muss also 

9 (^» y? ^) + gagvfyX/iiGav 

theilbar sein durch die drei linearen Functionen Fxfi, Ff^x und Fxx 
Da dieser Ausdruck aber nur von der zweiten Ordnung ist, so folgt, 
dass er identisch Null sein muss. Setzen wir den so gefundenen Werth 
von g) {Xj y, 0) ein, so folgt jetzt 

9i = — (— ^y^^^'gag^grgvUxfifßyvOav' 



5* 
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Daraus ergeben sich g?2 ^^^ 93 ^^^^cL Vertauschung der Indices 
a, ß, y. Nun war: 

PB = R isp.dHa + q>^dHß + tp^dH.y, 
mithin ergiebt sich: 

PA = Uxf. VB yw^ yw^. yH7x a ; 

und da -4 = — B ist, so folgt : 

Wir ersetzen in dieser Formel noch 

R F du 

Gav durch rr ^ j und -ö-^ durch dlogiT«; 
dadurch ergiebt sich schliesslich: 
(28) S \^^\yy\<^f^,,F^.d\ogH\ = V^^.V^.nV^.^^. ^^ 

wo das DifiFerential A durch die Gleichung (27) definirt ist. — Aus 
dieser Formel lässt sich nun leicht eine Belation zwischen d log Ea i 
c71og.£r^ und ä log i3y herleiten, z. B. dadurch, dass man v mit x 
vertauscht, und aus den beiden Gleichungen, die man so erhält, A 
eliminirt. Aber wir begnügen uns mit dieser einfacheren Formel, die 
für spätere Zwecke ausreicht. 

§ 11. 

Durch die bisherige Untersuchung sind die Quotienten je zweier 

ungraden ö definirt als algebraische Functionen zweier den Gleichungen 

dritten Ranges : L =0 und L' = genügenden Werthsysteme x : y :» 

und X : y : 0. Nimmt man das letztere als constant an, betrachtet 

also den Quotienten — als abhängig von (x, y, z) allein, so ist 



n 






yäj 



WO c eine Constante bedeutet. Der Quotient -^ wird an zwei Stellen 



Null, an zwei Stellen unendlich, beides von der zweiten Ordnung. Der 

Quotient — hat daher, obgleich er keine rationale Function ist, doch 

an jeder Stelle des Gebildes den Charakter einer solchen, und wird 
an zwei Stellen Null von der ersten Ordnung, an zwei andern ebenso 

CT 

unendlich. Femer ist das Quadrat eines Quotienten — eine rationale 

n 
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Function, und in gleicher Weise das Product mebrerer verschiedener 
etc., wenn nur zwischen den Indices a, 6, c, d etc. die Be- 



^a ^c 



H ' ^d 



dingung stattfindet , dass der aus allen zusammengesetzte gleich dem 
Index ist. Dieselben Eigenschaften zeigen diese Quotienten, wenn wir 
sie als abhängig von {x^ y^ /) auffassen. 

Es sind nun zunächst, wenn wir die Bedingung zwischen den 
Grossen i, durch welche die Veränderlichkeit der Argumente be- 
schränkt wird, beibehalten, zwei Aufgaben zu lösen: erstens, den Quo- 
tienten zweier graden (f, und dann: den Quotienten eines graden und 
eines ungraden, als algebraische Functionen der beiden Grössensysteme 
[x, y, z) und {Xy y\ z) darzustellen, und deren Eigenschaften zu be- 
stimmen. Wir haben also jetzt Relationen zwischen den graden und 
ungraden iS aufzustellen. An solchen Beziehungen zwischen diesen 
64 Grossen ist ein sehr beträchtlicher Reichthum vorhanden; und wenn 
es nur darauf ankäme, überhaupt Ausdrücke für die gesuchten Grössen 
aufzustellen, so würde diese Aufgabe rasch gelöst sein. Aber die- 
jenigen Darstellungen, welche man durch directe Elimination erhält, 
lassen nicht sämmtliche wesentlichen algebraischen Eigenschaften dieser 
Grössen unmittelbar erkennen, deshalb muss die Untersuchung einen 
etwas längeren Weg einschlagen. 

Wenn man in der zwischen vier Producten ungrader Theta- 
Functionen 

6a^0ar, Q^'ifi^^vy ©y^töyv, QX/nQxv 

bestehenden linearen Gleichung die Argumente vermehrt um dasjenige 
halbe Periodensystem, welches zum Index Xfi gehört, so verwandelt 
sich dieselbe in eine lineare Relation zwischen 

6a;i0^yx; 0/^;.0yax> Oy^Ga^xj QoOjuv 

Man erhält diese Gleichung aus der Fundamental -Formel (1), indem 
man dort 

setzt. Wir erhalten dann, dsL kl ein ungrader Index ist: 

7 
0=0 

Hier verschwinden diejenigen Glieder, die den Werthen der Summations- 
buchstaben: « = 0, x, ft, v entsprechen; wenn wir also mit cc^ ß, y 
die von x, A, ^, v verschiedenen primitiven Indices bezeichnen, so sind 
dem Summationsbuchstaben die Werthe X, a, ß, y beizulegen. Wir er- 
halten somit: 

(— iy^'^''»«^y">CxA^Cx;i.0o0^r 

+ S |(- l)(^«'^/*^«.^^/*y)c«.,,c .,0a;.0^yxj=O. 



i 

2 
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Nun ist für (0, ftv, ccßyv): 

K = v, L = 0, Jf=0; 
daher: 

(0, ftv, aßyv) = aßyv \ ^v -\- fiv \ aßyv 21: l mod 2, 

Für das Zeichen {ka^ X^iva^ kvßy) dagegen ist: 

und da 

Xiiva I kvßy + kvßy \ kfiva f^. mod 2 

ist^ so erhalten wir: 

(Aa, kfivuj kvßy) ^ kv \ ka -j- k \ kfiva -|- ka \ kvßy. 

Für kv \ ka können wir setzen: 1 + Aa | Av; daher für 

kv \ ka -{- ka \ kvßy : l -}- ka \ ßy, 

oder: 

l + k\ßy + a\ßy. 

Wir erhalten daher: 

{ka, k^iva, kvßy) ^l + ^l/^y + ^l^y + ^l ^f^va. 
Nun ist 

k I ßy -\- k I k(ivaiE= k I k^vaßy ^ k | x, 

« I ßy = ßy I «; 

mithin : 

(Aa, k^iva, kvßy) ^^\ -{- k \ x -{- ßy \ a mod 2. 

Wenn wir nun in die obige Gleichung die Grössen einführen, so 
erhält dieselbe^ nach dieser Bestimmung der Vorzeichen, folgende Form : 

Wir haben jetzt den Coefficienten 

in eine Function der unabhängigen Parameter umzuformen. Zunächst 
ist nach Gleichung (79) des ersten Theils: 

setzen wir nun 

^axfi^axv ^^iyx^fiv^l -p 



^xl^i^xXv^aX 

80 ist demnach: 



g^ - 9a9l^t,K j^ 



oder, da nach Formel (69) 
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ist: 

Wenn wir in dem mit JE bezeichneten Quotienten die Producte 
daij Cfivj ^i in ihre Factoren entwickeln, so heben sich alle Factoren 
des Nenners gegen solche, die im Zähler enthalten sind; es bleibt 
übrig ein Product von 16 Factoren, das sich in vier Theile zer- 
legen lässt: 

^ax/n^oxv^afiiv^x/nv} ^yXfi^yXv^y ixv^X(j.v ' 

Diese vier Producte sind nach den Formeln (51) und (64) bezüg- 
lich gleich: 

'f va'fivviajuv } ^vyla^'xfyaxy 
^ Ifi ly hffi yX, rlal(i Ixfafix* 

Das Product aller ist also: 

E = rHa^lß^ly^lx^hlfilvfafivf^yxfyaxfafix 
*'^' ''a'a/uvfßyXTyax'afix ^ 

mithin: 

^\ 9afajn yfjjyXiya xigfix 

Jetzt können wir die Gleichung in ihrer entwickelten Form hin- 
schreiben : 

(29) S {(- \yV^^9afaßxfayxfafcyffiyX0aX^ßyx\=={- 1)^ ^ ^^^^.(^oCy^.. 

Multipliciren wir dieselbe mit 

^a^(i^y^x^X 

So ' 

und führen die neue Bezeichnung ein : 

^x^X^fi^xXfi _ 

'0 

80 erhalten wir zwischen den drei Grössen (Oßyxj ^yaxy ^a^x folgende 
lineare Gleichung: 

(30) S \{—\y^\''gafafixfayxfa(jLvfßyXq)aX(Oßy \ = (— ^Y ^ '^ 9ia9vXfiv , 
a^ß,y\ J 

in welcher für die Grössen q> und % ihre Ausdrücke durch (x^ y, z), 
{x, y\ z)^ nämlich 

^aX = FaxFaX, X^iv = O-^tvG^iv 

einzusetzen sind. 



= OxA^, 
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§ 12. 

Wir wollen im Folgenden x\ y, z' als unveränderliche Grössen 
betrachten, so dass sich q)ax von Fai^ X/uv von 6?^^ nur um constaute 
Factoren unterscheiden. Aus der entwickelten Relation zwischen den 
Grossen co^jyx, cüyaxy coaßx lassen sich zwei neue Gleichungen zwischen 
denselben Grossen dadurch ableiten, dass wir k mit fi und v vertauschen. 

In allen drei Gleichungen sind die Coefficienten von ö^yx, ß>yox, 
(Oaßx lineare homogene Functionen von x^ y, e, und zwar verschwindet 
bei allen dreien der Coefficient von cj^yx im Punkte a, der voa m^ax 
im Punkte /J, der von (Oaßx im Punkte y. Ferner steht in allen drei 
Gleichungen auf der rechten Seite eine homogene quadratische Func- 
tion, die in den vier Punkten a, /3, y, x verschwindet. Wenn wir 
diese drei Gleichungen mit willkürlichen Constanten cx^ Cf^y c^ multi- 
pliciren und addiren, so muss die resultirende Gleichung 

dieselben Eigenschaften haben. Wir können nun, da A eine lineare 
Function von x, y, ist, die im Punkte a verscbv/indet und drei will- 
kürliche Grössen o» C/u^ Cy enthält, diese letzteren so bestimmen, dass 
der Coefficient Ä identisch Null ist. Dann reducirt sich die Gleichung 
auf folgende: 

BcOyax + C(Oaßx = D' 

A, B, C, D sind durch folgende Ausdrücke gegegeben: 

£ = (_ \y^?gßfi,Y,ff„^ S Icif^i^^fyaxF^xFßil 

D= S \{-iy\''c,g^,gM;.M^A. 

Hier sollen cx, c^, c^ so bestimmt werden, dass Ä identisch gleich 
Null wird. Nun besteht nach Formel (a) zwischen Fax, Fa^^ Fav die 
Identität: 

S |(_ \Y^\^fa,,,Fj =0. 

Mit dieser muss die Gleichung -4 = identisch sein; daraus folgt, 
dass wir 

ex = C(- lY'^HtiY^ßyvF-f^Far. 
€,, = ci--iy^\f^f[,yrfßyxF^,F:,X, 
C,^C{~ ly^^'fßyxf^Yf^FaxFj;^ 

ZU setzen haben. 
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Dem Factor c könneu wir einen beliebigen Werth beilegen. Im 
Uebrigen sind jetzt jB, C> D bestimmte Functionen von x, y, is, deren 
Ausdruck wir vereinfachen müssen. B ist linear dargestellt durch 
F'^ii} ^{ifiy ^ßr] wegen der Relation, die zwischen diesen Grossen be- 
steht, muss sich B auch in dieser Weise ausdrücken lassen: 

B =^ B^ Fßf, -|- B^Fßy. 

Um nun 5, zu bestimmen, haben wir {Xy y, z) «= («»,, ti; Cy) zu setzen; 
dann wird einerseits 

andrerseits, da 

F^,x in (- \y\^'fßxr. Fß,, in (~ 1)^I^a^/>^v, F^, in 
übergeht: 

5 = (- I)y''\fi9ßfßy4?»^ S] (- \y^?'Cxfi>x4ß^.fyalF^X {. 

Daher ist: 
Setzt man hier für ci seinen Werth ein, so verwandelt sich 



in 



S^{-iy\i^'cxfyuxF^,\ 



cUyrFarS\{-^\y\^^+^^^\'fyß4yaxFß,F;,^, 

oder, da 

i/|/3A + ^i/|A = |ii|A + a|/3 + ai/| /3 mod 2 
ist, in 

Der Formel (c) zufolge ist aber: 

S |(_ 1)« I ?+^ I %^4^„, F'^x F;,, \ = g,g,Gi, ; 

daher folgt: 

(_ \y\ßf^B, = (- iy-^^gflfßy.fßa.fiixrc{- \Y'\(^fßYvFiv9^g,G;crj 
oder da 

ist: 

^1 =C(- iy\^^'\^gß9.grUyy.f(iay.Ux4^yvF;,,Gi,. 

Den andern Coefficienten ^j erhalten wir aus diesem durch Vertauschung 
von fi und v. Es ist also: 

B=C{— \y^^gßg.fßy4(iay, S j(- ly '^'^./;.y./>Av^av(?;vi^>J . 
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Der Ausdruck C entsteht aus B durch Vertauschung von ß mit y. 
Es ist daher: 

In ähnlicher Weise lässt sich D umformen. Dieser Ausdruck ist 
zunächst linear durch G^y, Gyx, Gxft, dargestellt; da aber zvirischeii 
diesen drei Grössen ebenfalls eine lineare Relation besteht; so muss 1) 
auch auf diese Form gebracht werden können: 

Hier können wir Dj wiederum dadurch bestimmen ^ dass wir {x, j/, z) 
== (öv; iv, Cv) setzen; dadurch geht 

G^, in ^ , G.x in ^—^ , Gi^ in 

über; demnach erhalten wir: 

oder, wenn wir für ci seinen Werth einsetzen: 

Nun ist 
daher ist: 

D, = _ (_ l)H^v+^H-c^,/;,y,f" s j( - ly^'i^^^/^^^^yi^^aG^;,' 

Km- ' ' 

Nach der Formel (f) ist aber: 

(- l)''"''i7,./'/./»y-P';«G';r + (- ^Y'^'gxfxßyFLGi. 
daher ist 

A = (- l)'"'^'+^'"'CÖ'»/>y»-F'«v^x/"x/JyJ'x'«(?x,, 

oder, da 

vlAv + Aftlv^l + vIft ist: 

A (- l)''"''C^xi7,/>yx/>y,Kx-FavGx',. 

Der andere Goefficient, Dj, ergiebt sich durch Yertaaschung von 
fi und v. Es ist also: 

-D = - cg4f,»Fi^ S |(- l)'"''^^/>y,FJ,(?;,(?, J . 
Wir setzen nun 



9xTß 



yx 



Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein. 75 

Dann erhalten wir die drei Coefficienten unsrer Gleichung ausgedrückt 
durch folgende Formeln: 

— C = gyfyay. Ä|(— ly^^'gvfßYvfYXvFavGrxvSx'Fy^^^y 

oder, wenn wir für den Augenblick 

(— \y\^^gvfßyyF;,Mi.H,' = r,, (- ly^^g^fßy^F^^G^^H^^r^ 
setzen : 

^ = 9ßfßaAfßXvFß^ry '^fßx^Fßyr^)^ 

— G = gytyaK (/y^v-^y/u^l + fyXfiJ^ yv'^^J i 

D ^ {- iy\y F^^^Gx.r, + Gx^r,). 
Aus dieser Darstellung geht eine eigenthümliche Relation zwischen 
diesen drei Grössen hervor. Es ist nämlich, der Formel (d) zufolge: 

OßfßaxfßXvGß^ gyfyaxfylvGyfi = (— Xy^'^FaxFx^. 

Wenn man nun, was nach (19) erlaubt ist: 



Gßf, durch ^^, Gy,, durch 



BF^^ 



tax durch jg , Fxy durch ^ 

ersetzt, und beachtet, dass das Product aller Grössen H^ gleich R^ 
ist, so erhält man folgende neue Formel: 

9ßfßaxfßXvSyFß^, — gyfy yfyXvSßFyf, = ( ly^'^GaxGxv* 

Hieraus folgt: 

BHy + CHß = (- iy\rGax(Gi,r, + Gx^r^y, 
mithin ist: 

D = ^ (BHy + CH^). 
Dadurch erhalten wir die Gleichung 

Ba^yax +C(Daß, = ^ (BHy + CHß), 

^ax 

\ a X y \ a X / 



oder: 



Für die beiden linearen Functionen B und — C, von denen die 
letztere aus B durch Vertauschung von ß mit y hervorgeht, wollen 
wir nun eine bleibende Bezeichnung einführen. Die ursprüngliche 
Darstellung von B war symmetrisch in Bezug auf die Indices A, ft, v, 
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die neue in Bezug auf A und y] daher wird B durch die Yertauschujig 
der vier Indices y, X, (i, v unter einander nicht geändert. Ausserdem 
aber wird dieser Ausdruck auch dadurch in seinem Werthe nicht ge- 
ändert^ wenn man-a mit x vertauscht; dies zeigt die zweite Form^ 
denn wegen der Gleichung i' = ist 

7?' n ' TT ' TT' P ' TJ ' 

Wir können also den Ausdruck B bezeichnen durch die beiden Indices 
ß und ax. Setzen wir 

so ist 

daher geht unsere Gleichung über in folgende: 

Hieraus folgt, dass der Quotient 

^ax^ß.ax 

einen vom Index ß unabhängigen Werth haben muss. Diese vor- 
läufig noch unbekannte Grösse bezeichnen wir durch P««. Dann er- 
halten wir: 

(31) CJßax-^f^ = PaxMß^a.^ 

Hier bedeutet Mß^ax eine lineare Function von a?, y, z, die im Punkte 
ß verschwindet, und. die durch folgenden Ausdruck gegeben ist : 

(32) Mß^ax = 9ßfßa^ S {(- ly^f^g.fßy.fßXvF^.GirHx'FßA . 

§ 13. 

Um nun die Grössen Fax zu bestimmen, vertauschwi wir in der 
Gleichung (31) cc mit ß. c^ßax bleibt dann ungeändert; es ist also 



oder: 



Ttt t -^ax-Jj^ß^ait — fy T^ ■LßX'Jj^a^ßx ^ 



TT TT" TT TP' 

/^y -L ax-i^-ß^aH -l ßx-iV-a^ßx> 



^ßx ^ax 



Zunächst formen wir die linke Seite dieser Gleichung um. Diese 
ist gleich: 

^a^x^axFßx'-' ^ß^x^jixKx 
^x^ax^ßx ' 

oder, da 

HaHxCrax = ItFax ) HßHxGßx = RFßji 
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ist, gleich: 

^x^ax^ßx 

Der Factor des Zahlers 

TT» 17" TP Tpr 

^ax^ßx — -^ßx-tax 

ist offenbar eine lineare Function von x, y, 0, die in den beiden Punkten 
(cc, y'y /) und (a^, hx, Cy) verschwindet. Wenn wir also die Deter- 
minante 

X y z • 

(33) x' y' / ! 

öx Ojt Cx 

mit Fx bezeichnen; so muss 

FaxFßx — FßxFax == cFx 

seicL; wo c eine Constante bedeutet. Um diese zu bestimmen ^ setzen 
wir {x, y, 0) = {aß, hß, Cß)] dann geht 

Fax in (- ly^-'faßx, Fx in (- ly^PF^x, F^x in 
über; dadurch finden wir 

Es ist also 

(34) FaxFßx ~ FßxF:,x = (- ly^^faßxFx. 
Durch diese Umformung erhalten wir folgende Gleichung: 

P M P M _ (ZL^)!i!%»xf x-8 

■Lax-^^ß.ax — -Lßx-iJ^ayßx — jr q. ^ • 

■"x ^'txx^^ßx 

Wenn man in dieser a und /3 mit einem dritten Index y vertauscht, 
so muss man zu einem System dreier Gleichungen mit den Unbekannten 
Faxy Fßx, Fyx gelangen. Vorher wollen wir die Gleichung noch da- 
durch reduciren, dass wir von dem Ausdrck Mß^ax den constanten Factor 
g fßttx absondern: 

(35) Mß^ax=9ßfßaxMß^ax' 

Femer setzen wir zur Abkürzung: 

^x^ax^ßx^yx 

Da £ ein alternirendes Zeichen ist; so ist gleichzeitig: 
(_l)«l/^=(— l)«/^iy£, (— l)/*ly = (— l)/*yl«£, (-~l)yi« = (— l)y«M£. 
Demnach können wir folgende drei Gleichungen aufstellen: 

gyPßxMy^ßX - OßFyxMß^yx = (— 1)^ ^ ' " £ G^« X ö , 

(36) \9aFyxMa,rx-gyFanMy^ax = {-l)y-\?BGßxQ. 

gßPaxMß^aX — ffaPßxMa.ßx = (— 1)«/* ^ ^ £ öyxö- 
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Wenn wir diese der Beihe nach mit 

gafaXu^avt 9ßfßlti^ß^7 dyfy^ti^yv 

multipliciren und dann addiren, so ergiebt sich^ der Formel (f) des 
§ 5 zufolge, auf der rechten Seite Null; auf der linken ein Ausdruck 
von der Form : 

Hier ist 

die beiden andern Coefficienten entstehen aus diesem durch cyklische 
Vertauschung der Indices a, /J, y. Nun ist, wenn wir zur Abkürzung 
wieder die beiden Grossen r^ und rj des vorigen § einführen: 

Mß^ax =fßXvFßf^r^ +fßXfiFßrri, 

Daher erhalten wir: 

^=9ß9y'^\{hyi^hfivFß^,Fyy —fxßfifxyvFyf,Fßy). 
Der in die Klammer eingeschlossene Ausdruck ist, nach Formel (c), 
gleich (— ly^J'+^l^^a^xG^ax; ferner ist 

r, = (- \y\f^9vfßrvF;,,Gi,H^':, 
mithin ergiebt sich: 

^ = — (— iy^^9a9ß9Y9x9vGrxyH^'fßyyFavGrax' 

Das Zeichen ( — ly^y können wir wieder ersetzen durch {—lyy^^Sj 
und die Gleichung 

APax + JBPß,+CPy, = 

dividiren durch den allen Coefficienten gemeinsamen Factor 

— ^9a9fi9Y9x9vCrivSx' 

Dann erhalten wir: 

S U-iyY\af^^^F:,,Ga,Pax]=0. 

Setzen wir nun für den Augenblick 

PaxCrax = -X; PßxGßx = Y, PyxGyx == Zy 

SO besteht zwischen diesen Grössen eine Gleichung 

c,X + c,Y+c,Z = 0, 

deren Coefficienten nach Formel (a) der Bedingung genügen: 

c, + Cj + C3 = 0. 
Es ist also 

ci(z — z) + C2(r — z) = 0. 

Wenn wir hier den Index v mit fi vertauschen, so erhalten wir eine 
zweite Belation: 
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und da die Determinante der Coefficienten c, Cj' — CjC/ offenbar von 
Null verschieden ist, so folgt: 

X = r = z. 

Es zeigt sich also^ dass das Product PaxGrax einen von den In- 
dices a, x anabbängigen Werth bat. Wir können demnacb setzen: 

P 



(37) 



P.x = 



G 



xl 



Die Bestimmung der 21 Grossen P^x ist dadurch zurückgeführt auf 
die einer einzigen, von den Indices unabhängigen Grösse P. Diese wird 
nun sehr leicht dadurch bestimmt; dass wir in irgend einer der Glei- 

P P 
chungen (36), z. ß. der letzten, Fax und P^x durch ^— ^ ^— ersetzen. 

So ergiebt sich 



ax 



^ßx 



"Tk -r\ TT 7? 



ax 



oder: 

(38) 



F B 

X 



(— lY^^{gßG^xMß^ax — 9aGaxMa,ßx)^-j^g-^ 






Die linke Seite dieses Ausdrucks können wir in der abgekürzten 
Form schreiben: 

sU-iy\-9aGaxM,^ßA , 

und da Ma^^y nach (32) und (35) gegeben ist durch den Ausdruck: 

SO erhalten wir folgende Gleichung: 

(39) S sU-iy^-+-\f^gag,fa,yfa.xF^.Gx,Fa^G,A ^ 

a,ß fji.v \ j 

Hierdurch ist der Factor P bestimmt. 

Auf der linken Seite steht hier eine ganze Function von x, y, z 
und a;', y\ /, die, wie die Gleichung zeigt — und wie auch leicht aus 
ihrer Zusammensetzung zu erkennen ist — von dem Index h allein 
abhängt. Diese bezeichnen wir durch Q^. Gs ist also die Function 
öx definirt durch folgende Gleichungen: 

|^x'Qx = (- ly^gi^GßxMß^ax - gaGaxMa^ßx). 
^ ^^ Q, = S S((~ iy\- + ^2''MvfaryfarxF;^.Gi,F,,G.A, 

von denen die zweite mit der ersten gleichbedeutend ist. Ferner führen 
wir nicht den Factor P als neue Function ein, sondern den Quotienten 
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p, welchen wir mit J bezeichnen. Diese Function ist dann, der 
Formel (39) zufolge, definirt durch die Formel: 

TT TT 'O 

(41) «^=— F — ' 

und es beruhen darauf, dass der Werth dieses Quotienten unabhängig 
von dem Index x ist, wesentliche Eigenschaften der sieben kubischen 
Functionen Qj , Qj • • • Q, . — Endlich ist der gesuchte Factor Pax ge- 
geben durch die Gleichung: 

(42) P-'^-A- 



ax 



§ 14. 

Setzen wir diesen für Fax gefundenen Ausdruck in die Formel (31) 
ein, so erhalten wir zunächst: 

Hier multipliciren wir Zähler und Nenner mit F^, und ersetzen JF^ 
durch HxHxQx» Dann wird 



(9 



"'** ^ax^x^x^x 



Ferner entwickeln wir den Zähler dieses Ausdrucks dadurch, dass wir 
für ßxQx den in der ersten von den Gleichungen (40) angegebenen 

Werth setzen, und g^f^axMß^ax für M^^ax einführen. Dann erhalten 
wir für die Zähler folgende Darstellung: 

oder: 

{BfßaxF, + (- lY\mpH.Gp,F^,)9pMß^„, 

- (- iy\?HßH,GaxFU9aMa,ßx. 

Nun ist nach Formel (34): 

UaxF^ + (- \Y\ßFß^F;,, = (- lr\ßF^,Fß,. 
Multipliciren wir diese mit i2, und setzen 

HßH^Gß^ für BFp^, H^H.Gax für RFax, 
so folgt: 

BfaßxF, + (- lY\ßHpH.Gp,FL, = (- l)«i/*fl-«JT.G.xJ>V 
Dadurch geht der für den Zählef aufgestellte Ausdruck in fol- 
genden über: 

(- lY^^S^Gaxig^HaF^yMp^ax ~ gaHßF^^.Ma^ßy). 
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Dieser Ausdruck ist durch H^y Gax und — da die Grössen M^i^ax und 

-Mc,/*x den Factor Hx' enthalten — durch if^' theilbar. Wir erhalten 
also cDaßx dargestellt in dieser Form: 

(43) a,.,= %i£, 



'afix — — Q 



X 



woQx,a/9 eine biquadratische Function ist; die durch die beiden gleich- 
bedeutenden Formeln definirt ist: 

(Hx'Qx,a^ = (- l)«'/*((/^£r«i'>',3f^,„, - g„H^F;,xMa,ßx), 

Die Definition des Nenners ist durch die entsprechenden Formeln (40) 
gegeben. 

Wir müssen' jetzt; nach diesen formalen Entwicklungen, auf die 

Eigenschaften der zur Darstellung der Grössen g)xXu = ^iLJ* 

• ^^ 

verwandten Functionen Q genauer eingehen. 

Qx ist eine symmetrische Function der beiden Werthsysteme {x, y, z) 
und (Xj y\ 0), Dies geht so hervor. Wenn man in dem viergliedrigen 
Ausdruck (40) die beiden Indices a, ß mit fiy v vertauscht, so erhält 
man genau dasselbe, wie dann, wenn man die beiden veränderlichen 
Werthsysteme vertauscht. Nun ist aber Qx von dem Index x allein 
abhängig, behält also seinen Werth, wenn die übrigen Indices beliebig 
untereinander vertauscht werden. Daraus geht hervor, dass Qx auch 
dann seinen Werth nicht ändert, wenn {x^ y, z) mit {x\ y\ 0) ver- 
tauscht wird. 

Nun ist (Xiaiix selbst eine symmetrische Function der beiden Systeme 
von Yariabeln. Denn da man in der Gleichung (30) die Indices A, 
H, V vertauschen kann, so hat man ein System von drei Gleichungen, 
mit Hülfe dessen man (Oa^x rational durch die Grössen L, welche 
symmetrische Functionen sind, darstellen kann^). Folglich muss auch 
Qx.aß eine symmetrische Function sein. — Die Grösse J dagegen muss 
altemirend sein, da Fx eine altemirende Function ist. 

Betrachten wir nun diese Functionen als abhängig von {x, y, z) 
allein, so ist offenbar Q« dargestellt durch eine homogene kubische 
Form, die an allen Stellen 1, 2 • • • 7, mit Ausnahme der Stelle x 
verschwindet, Qx,a/9 dagegen durch eine biquadratische Form, die an 
allen sieben Stellen ohne Ausnahme verschwindet, und zwar an den 
Stellen a, ß von der zweiten, an den übrigen von der ersten Ordnung. 



*) Darch diese Elimination kommt man genau zu derselben Darstellungsform 
der Grössen m. Aber für die weiterhin wichtige Formel (41) wüsste ich auf diesem 
Wege keinen Beweis anzugeben. 

ScHOTTXT, Abel'sohe Funct. 6 







y' 



.y 
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Die Curve L = wird nun von der Curve Qx = 0, ausser in den 
sechs von % verschiedenen Doppelpunkten, noch in 18 — 2 • 6 = 6 
andern Punkten geschnitten. Aus der Gleichung (41) folgt: 

^x ~ Fl ' 
odpr: 

F^ = ist die Gleichung einer Graden , welche durch den Doppel- 
punkt X und den willkürlichen Punkt x'y y , / gelegt ist. Diese schneidet 
die Curve sechster Ordnung noch in drei andern Punkten, die wir mit 
Xj, K2f ^3 bezeichnen wollen. Ist nun Fx = 0, so muss auch die linke 
Seite dieser Gleichung verschwinden, und da offenbar weder die Linie 
Hx = 0, noch i^ji = durch die drei Punkte x, , Xj , Xg hindurchgeht, 
so muss in denselben Q^ ^=^0 werden. 

Es muss aber Qx noch in drei andern Punkten verschwinden. Der 
aufgestellten Gleichung zufolge muss alsdann mit Qx zugleich einer der 
Factoren der fechten Seite Hx, Qx, F^ verschwinden. Nun verschwindet 
die Function Hx nur in den Doppelpunkten, F^ nur im Doppelpunkte x, 
dem Punkte x', y\ / (in welchem Qx offenbar einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat) und den schon erwähnten drei Punkten x^, X27 X3. 
Folglich muss in den neuen drei Punkten Q;i verschwinden. Bieraus 
geht hervor, dass diese drei Punkte, die wir durch (I), (II), (III) be- 
zeichnen wollen, allen sieben Curven Qx = gemeinschaftlich sind. 
Die wesentlichen Eigenschaften der Functionen Qx sind also in folgen- 
dem geometrischen Satze ausgesprochen: 

Nimmt man auf der Curve sechster Ordnung L = einen Punkt 
willkürlich an, und legt durch diesen und einen Doppelpunkt x eine 
grade Linie Fx = 0, so schneidet diese die Curve i = in drei 
ferneren Punkten x, , Xj, X3. Legt man nun durch diese drei Punkte 
und die von x verschiedenen Doppelpunkte eine Curve dritter Ordnung 
Q^ = 0, so trifft diese die Curve i = wiederum in drei ferneren 
Punkten. Diese sind unabhängig davon, welchen der sieben Doppel- 
punkte X man gewählt hat, also allen sieben Curven Q^ = 0, die 
man construiren kann, nachdem der willkürliche Punkt fixirt ist, ge- 
meinsam. 

Die Nullpunkte der Function Qx sind also folgende: Erstens die 
sechs von x verschiedenen Doppelpunkte; zweitens die Punkte x„ XjjXg, 
in denen Fx verschwindet; drittens die von dem Index x unabhängigen 
Punkte (I), (II), (III). Es lässt sich nun zeigen, dass in den drei 
Punkten x^, x^, Xg nicht nur der Nenner, sondern auch der Zähler 
des für «xa/? aufgestellten Ausdrucks verschwindet. In diesen Punkten 
ist nämlich 

Qx«0, Fx = 0. 



J 
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Die letztere Bedingung lässt sich, der Formel (34) zufolge, so schreiben: 

oder: 

F^x=pFax, F^^=pF^^. 

Setzt man dies in die erste der Gleichungen (44) ein, so erhält man: 

fix'Qx,«^ = (— iy\(^p{g^HaF^^Mß^,, - g„H^F,^Ma,^,), 
oder, wenn man diese Gleichung mit R multiplicirt und RF^x durch 
HßH^Gßxf RFax durch HaH^Gax ersetzt: 

BH^Qx^aß = (— l)«'/*l)flaS^fix {g{iG^xMß,ay. — OaGa^Ma^ßx^ 

Dies ist aber zufolge (40) gleich 

Da nun Qx = ist, so muss auch Qjf,a^ = sein. Die Function 
vierter Ordnung Slx^aß hat im Ganzen 4 . 6 = 24 Nullpunkte, und zwar 
verschwindet sie an fanf Doppelpunkten von der ersten, an den beiden 
übrigen von der zweiten Ordnung. Danach bleiben noch sechs Null- 
punkte übrig; von diesen sind drei bekannt, nämlich X|, «2? ^3 5^^^^®^' 
dem müssen noch drei existiren. 

Bilden wir jetzt den Quotienten der beiden Grössen 

^aß= <Sa^ß^aßy 

SO erhalten wir: 

^aß^o '^ ^x Faß Faß 

Dies ist der Quotient zweier homogenen Functionen vierter Ordnung 
von X, y, Zj also eine rationale Function der Verhältnisse dieser Grössen. 
Der Nenner verschwindet hier in den Punkten a, ß, y, A, ft, i/, und 
zwar in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; ferner in dem 
Punktepaare (a/5) und den sechs Punkten Xj, Xj» ^3 5 I? ^I; m* ^^^ 
Zähler dagegen verschwindet in den Doppelpunkten a, ßy y, A, ft, v, x, 
und zwar ebenfalls in den Punkten a, ß von der zweiten Ordnung; 
ausserdem in den drei Punkten Xj, Xj, Xg und in drei ferneren Punkten. 
Der Quotient wird daher nur in fünf Punkten unendlich, und zwar 
nur von der ersten Ordnung; nämlich in den Punkten T^ II, III und 
dem Punktepaare a/8; und er verschwindet in dem Doppelpunkte x und 
drei andern Punkten. 

Nun hat der Quotient — ^ für sich die Eigenschaft, dass er nur un- 

endlich wird in dem Punktepaare (aß) und nur verschwindet in dem 
Doppelpunkte x ; wenn wir also die Formel durch diesen Quotienten 

dividiren, so erkennen wir, dass der Quotient ^^ folgende Eigen- 
schaften hat: 

6* 



i 
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Erstens. Er ist eine irrationale Function der Verhältnisse von 
Xytfy Zy die sich aber an jeder Stelle verhält wie eine rationale, und 
nur an drei Stellen, nämlich den Punkten I, IT, III, von der ersten 
Ordnung unendlich wird, und an eben so vielen verschwindet. 

Zweitens. Das Product dieses Quotienten mit 

ist eine rationale Function. 

Durch diese beiden Bedingungen ist der Quotient -^ bis auf 

einen von (a;, y, z) unabhängigen Factor, oder, wenn wir hinzunehmen, 
dass der Ausdruck in Bezug auf beide Werthsysteme symmetrisch ge- 
bildet sein muss, bis auf einen constanten Factor bestimmt. Wir 
wollen, um die Aj:t der Irrationalität der (^-Quotienten kurz bezeichnen 
zu können, einen besonderen Begriff einführen. Es sei m irgend ein 
von verschiedener Index, und m «= a& irgend eine der sechs Zer- 
legungen desselben in zwei ungrade Indices. Wir nennen dann den 

Quotienten -j-^ einen zum Index m gehörigen irrationalen Factor, und 

bezeichnen einen solchen allgemein durch rim- Ferner sagen wir: eine 
Function der Verhältnisse von x, y, z sei mit dem irrationalen Factor 
r^m behaftet, wenn sie sich darstellen lässt als das Product von fjm in 
eine rationale Function. Bei dieser Fassung des Begriffs der behafteten 
Functionen ist es offenbar gleichgültig, welchen von den verschiedenen 

Quotienten ^--^, bei denen ah =^ m ist, man für rj^ nimmt, da nach 

§ 9 das Product und der Quotient zweier verschiedener dieser Grossen 
eine rationale Function ist. Ferner gilt für diese Functionen offenbar 
der Satz: 

Das Product zweier Functionen, von denen die eine mit dem 
Factor rjmj die andere mit dem Factor ij» behaftet ist, ist eine mit 
dem Factor i^mn behaftete Fimction. Hierbei ist unter dem Factor i?o 
1 zu verstehen, also unter einer mit dem Factor i^q behafteten eine 
rationale Function. 

Wir können jetzt sagen: Der Quotient -^^ ist eine mit dem 

Factor rixi/A behaftete Function von x, y, e, die nur an den Stellen 
I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung verschwindet. Diese drei 
Stellen sind definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben 
Functionen Qx. 
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§ 15. 
Es bleibt jetzt noch der Quotient einer graden und einer un- 
graden <y-Punction zu bestimmen, und zwar genügt es nach dem Vorher- 
gegangenen ^ einen einzigen dieser Quotienten, z. B. ~, zu kennen. 
Wir wissen, dass eine lineare Gleichung besteht zwischen den Producten : 

^aX^a^ij <SßxiS^f,y ^yX^Yhy ^xl(fxfi. 

Vermehrt man in dieser Gleichung die Argumente um dasjenige halbe 
Periodensystem, welches zu dem Index k gehört, so erhält man eine 
lineare Gleichung zwischen 

^axX^aHUJ (f{ixl<ffix/n) ^yitl^YXfi UUd Ox^^i- 

Dividirt man diese durch (S^, so ist -^ eine mit dem Factor Ylaxl^ 



anifA. 



eine mit dem Factor riax^ behaftete Function; beide werden nur 

unendlich an den Stellen I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung. 
Das Product beider ist also eine mit dem Factor Y^Xfi behaftete Function, 
welche nur an diesen drei Stellen, und zwar von der zweiten Ordnung 
unendlich wird. Dasselbe gilt von den beiden folgenden Gliedern. 

Nun wird durch die aufgestellte Gleichung -^ dargestellt durch ein 



ön« 



lineares Aggregat dieser drei Grössen ; also erhalten wir — ^ dargestellt 

durch eine mit dem Factor rixn behaftete Function Q;^, die nur an 
den Stellen I, II, III, und zwar von der zweiten Ordnung unendlich wird. 
Da die Function Qx^i mit dem Factor rix^i behaftet ist, so muss 
das Product 



i-Q^. 



yu, i/H{ 



.Q^, 



eine rationale Function sein. Diese könnte, ausser den Stellen I, II, III^ 
nur im Doppelpunkte fi unendlich werden. Da aber Qxfi = 



^k^fi 



t ' 



- Qifi also gleich -^ und mithin von dem Index fi unabhängig ist, 

1^ ^° . 

so kann dieser Ausdruck im Punkte fi nicht unendlich werden. Daraus 

folgt, dass in diesem Doppelpunkte die Function Qxfi verschwinden muss. 

Ebenso folgt, dass im Doppelpunkte A der Werth von Qxfi gleich Null 

^x^ 
ist. — Da nun die Function — ^ = Qxf^ eine mit dem Factor i]x/a be- 

haftete Function ist, welche in den Doppelpunkten A, ft verschwindet 
und nur an den Stellen I, II, III unendlich wird, so muss das Product 



— Qxft = — Y eine rationale Function sein, die an den Stellen I, II, III 
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von der zweiten Ordnung unendlich wird^ und im Doppelpunkte k 
von der zweiten Ordnung verschwindet. Hierdurch ist dieser Quotient 
bis auf einen von x^y^z unabhängigen Factor bestimmt; denn wenu 
zwei Ausdrücke existirten, welche diese Eigenschaften besitzen, so 
wäre ihr Quotient eine rationale Function von nicht höherem als dem 
zweiten Grade, und man weiss, dass eine solche Function nicht exi- 
stiren kann. 

Es ist nim leicht, eine Function zu bilden, welche diese Eigen- 
schaften wirklich besitzt. Bilden wir nämlich zunächst den Quotienten 

welcher im Zähler und Nenner von der dritten Dimension ist, so 
werden Zähler und Nenner gleichzeitig Null an den fünf von a und A 
verschiedenen Doppelpunkten, und an den Punkten A,, Aj, A3, in 
welchen Fx und Qji verschwinden. Der Quotient ist daher eine ratio- 
nale Function fünften Grades, welche unendlich wird an den Stellen 
I, II, III und dem Doppelpunkte a, und welche verschwindet im 
Punkte Xy y\ z und im Doppelpunkte A (wo l^;i = ist), und ausser- 
dem in dem Punktepaare «A (wo (r^A = ist). Multipliciren wir diese 

Function jetzt mit dem irrationalen Factor vix = . 1 , so fallen von 

den Nullpunkten des Nenners der Doppelpunkt a, von denen des Zählers 
das Punktepaar «A fort, und wir erhalten eine mit dem Factoriy^ be- 
haftete Function 

F, G.xV^a 

welche nur in den Punkten I, II, III, und zwar von der ersten Ordnung, 
unendlich wird, und welche verschwindet in dem Doppelpunkte A und 
dem Punkte x, 1/', is. Das Quadrat dieser Function muss nun bis auf einen 

von Xy y, unabhängigen Factor mit — ^ , sie selbst also mit — über- 
einstimmen. Wir erhalten demnach 

WO c einen von xyz unabhängigen Factor bedeutet. Offenbar muss 

^x ' 
der Ausdruck von - in Bezug auf (x\ y\ z) in derselben Weise ge- 

bildet sein; wir können deshalb setzen: 

•0 fe ß;. yH,,yHl, ' 



f 
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wo jetzt ÄJ eine von x, y^ z und x\ y\ & unabhängige Constante be- 
deutet. Nun ist 





G-alGräl 




mithin : 




<'X 1 ^X XaX'a 
»0 fc ßi «„i 


Ferner ist 








%oX — 


"''", daher '«*"« °; 


daher : 




«X 1 *i O 

«0 fc Qi «i ' 


oder: 






Es ist aber: 








TSiSx^ = 


= ffiÄ', HxH,'Qx = JFi; 


folglich: 

(45) 




kJ 
«^0 „s- 



Aus dieser Formel geht hervor, dass die Constante k auch von 

den Indices unabhängig ist. 

ff. 
Wir wollen der Gleichung , welche — bestimmt, noch eine andere 

Form geben. Aus (25) geht nämlich hervor, dass 

V^aX yS,' /H^, /fi7 

ist. Mithin erhalten wir: 

^x 1 ^x VbVB' 



(46) 



<^o k Q;t yn^Y^x 



§ 16. 

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass die blosse Kenntniss 
von der Existenz einer bestimmten Art voij <y-Gleichungen genügt, um 
den Quotienten einer graden und einer ungraden (J-Function bis auf 
einen constanten Factor ifc zu bestimmen. Soll aber der Werth dieses 
Factors angegeben werden, so muss diese, oder eine äquivalente Glei- 
chung, wirklich aufgestellt, und mit ihr die nothwendigen Reductionen 
vorgenommen werden. Es ist von vornherein einzusehen, dass auf 
diese Weise nicht ifc selbst, sondern nur das Quadrat dieser Grösse be- 
stimmt werden kanii, so dass das Vorzeichen von k unbestimmt bleibt. 
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Diese Unbestimmtheit liegt in der Natur der Sache; denn da Fi eine 
alternirende^ Qx dagegen eine symmetrische Function der beiden Werth- 
Systeme (Xj y, z) und {Xy y\ e) ist, so zeigt die Formel (46), dass auch 

— eine alternirende Function dieser beiden Werthsysteme (und der zu 

ihnen gehörigen Wurzelgrossen) ist. Deshalb wird, je nachdem wir 
das eine oder das andere Werthsystem bevorzugen, auch das Vorzeichen 
von ifc den einen oder den anderen Werth erhalten. Wir v^oUen die 
zur Bestimmung von Tc' nothwendige Rechnung nur in ihren Grund- 
zügen angeben, da diese Untersuchung für das weiterhin Folgende 
ohne Einfluss ist. 

Wir erhalten aus der Fundamental-Gleichung (1), dadurch, dass 
wir h = xd, l = Xfid, m ^^ fi8 setzen, folgende Theta-Kelation : 

s |(- iyy\«^c.yf,cai^eßY^easx\ =(— ly^'^coc^i^e^f^ei. 

Daraus folgt, wenn wir die Grössen 6 einführen nnd die Goeffi- 
cienten umformen: 

WO der Kürze wegen: 

(A) *o für '£ j 

gesetzt ist. Hieraus folgt: 

Wenn wir diese Formel mit Qx^ multipliciren , so erhalten wir: 

(B) S \i-iyy^''^fflYxfailQ.,pYQ.,aA 

Wir haben nun in dem Ausdruck auf der linken Seite, den wir mit 
Q bezeichnen wollen, für die Grössen Q ihre Werthe nach Formel (44): 

Hn^n^ßY = (- ry^ngßSyF^.M^^y, - gyH^F;,My^ß,), 

einzusetzen. Da die Grössen M lineare Functionen von Xy y, sind, 
so nimmt hierdurch die Summe folgende Form an: 

Q = QaßHaH^ + QayHaHy + QaöSaHs + Q^Y^ß^Y 

oder kürzer: 

(C) <?= S \Q„pHM, 
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wo die Coefficienten Qa^ quadratische Functionen von x, y, z sind^ die 
zunächst durch folgende Gleichung definirt werden: 

Die lineare Function My^^x ist nach § 13 durch folgende Formel 
definirt: 

^y,,»x = S {(- ly^ogifiyifirMFößGi.H.'F.yl. 

Wir führen nun zur Abkürzung, indem wir die Indices x, A, fi als fest, 
ß, ßy y, d dagegen als unter einander vertauschbar annehmen, folgende 
Bezeichnungen ein: 

9ß9s Ky 



'ayX 'ay II 
faßxfayxfadxfßykfttdxfydX = C, 



Alsdann ist: 



Tlf ^ ( IV I a f^y^ fgyii fdyxfdy/i ^ / n 

vß ßx 

daher: 

+ (- 1)^"^ ' ^^fßyfifaöfi (Pßy-Pyd) iPad-Pyd)} • 

Der Ausdruck in der Klammer lässt sich mit Hülfe der Parajneter- 
gleichung 

umformen in folgenden: 

(_l).^ly<rr_ S \{-iyy^<"f?r,fa»,PßyPai\ 
L a,ß,yS » 

+ Pr6 S \{-iyy^"'fßyi.faSi.{Pßy + Pa6)\l 

Nun ist , wenn wir für die Grössen p ihre Werthe wieder einführen, 

cS {(-iyy^<^'fßy,.fa6i.PßYPa6] 

9a9ß9y96GanG^.G;.Gi, S {[-lyy^-^fyaxfßSxfaßx/'yöxFßyFaiFßyF^.s] 

ff/5f»y l ' 

Dies ist aber, der Formel (7, B) des § 4 zufolge: 

= 9<»ffßffY9dCraxGßHGyxGsxgH^gfi'^Xf'f^' 

Ferner ist: 
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c S U-iyy^'^fi,r^f.6^{Pfir + Pai)] 

Diese lineare Function von x, y, g^ welche in Bezug auf die Indices 
a, j8, y, d symmetrisch ist, bezeichnen wir durch F (Xy y, z). Endlich 
ist, da wir 

F^^ durch ^^' • 

ersetzen können: 

Dadurch erhalten wir Qa^ in folgender Form dargestellt: 
(ia, = - (- \Yß\yi ^y9\fy»xfU^ H:,,H'».g,?g^^t,,. 

+ (- l)«f I »"»S-y 9i T^ F^ßF;,Fi,Gyi -^^ F(x,y,e). 
Bilden wir jetzt die Summe §= S (Q„ßHaHß)y so ei^ebt sich: 

Q---9^Wx>^f^S(x,y,0) + ^^^^^F{x,y,0)G{x,y,g), 
wo: 

F{x, y,z) = c S ((- iyy>^^ gagsGa.GUaö^F^s] , 
G{x,y,z)= S \i-\Y^'^y'gyg6F;,F^r,fyS^GySY^(^\, 

a,ß,Y,^ ^ 'aß^) 

a,ß,Y,S [ TaßX J 

ist. Alle drei Ausdrücke sind sechsgliedrige Summen, und zwar aus 
einem Gliede symmetrisch gebildet durch Vertauschung der Indices 
^} ß) ?} ^' ^^^ beiden ersten lassen sich auf bekannte FunetioDeü 
zurückfuhren, nämlich 



F(x,y,g) auf ?^i%?^Jfi,«„, 



^« 



G (x, y, z) auf ^-^-^^ Mi, «^ . 

Die Richtigkeit dieser Umformungen wird am einfachsten dadurch 
erkannt, dass man die Identität für eine genügende Anzahl specieller 
Werthsysteme nachweist. — Dies angenommen, wird der Ausdruck 
von Q folgender: 
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Nun können wir 

F,^ durch ^1^^, 



^ ^/ ' -^ durch 

GrxfiGi^ durch x^fi 
ersetzen. Dann ergiebt sich: 

Es ist jetzt das Quadrat der linearen Function 

zu bilden. Haben wir irgend eine im Punkte A verschwindende lineare 
Function von x^ y, is, welche auf die Form aFaz + hFßx gebracht ist, 



so lässt sich ihr Quadrat in der Form ÄF^^ + BF^^^ + CF^^ dar- 
stellen. Da 

s \{-iyy\-fßyxFax\^o 

ist, so ist 

n^x^h = ßn^!, + /^„,F;, - 2 (- iri'irft>yxfyaxFa,F^r, 
daher muss 

2ab 2{—lYß\Y^filic 

faßX 

sein. Demgemäss muss, wenn wir den Ausdruck {Mx^x^Y ^^^ ^^® 
Form AFl^ + BF^^j^ + CF^j^ bringen, der Coefficient von F'^j^ 

C = (- lyt'^ygagßflfixfaöxfßöxF^.F^^Gi.Gß.iH^Y 
sein. Demnach erhalten wir 

y(Mx,^f.y= s j( iYßiy MßfatixK^ F^,,G^xG^x(H;Y{F^xy] 

D" TT D" 

Nun ist Fyx = ^ n ~ ' Setzen wir dies ein , so erhalten wir den 
Quotienten 

dargestellt in der Form einer Function zweiter Ordnung der Grössen 
E, H, H: 

H'{x,y,z)^ S i(- iy,i\y^-^M^^^^^t:^^Jl^HyHyx\- 
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Um die Form dieser Function mit der von H{x^y^z) in üeberein- 
stimmung zu bringen, drücken wir Hyx als lineare Function von i?«r j 
Haj Sßy Hax als Function von H^, Hß, Hyy Hßx durch H^^Hyy Ha 
aus. Dann nimmt H' {x^y, 0) diese Form an: 

H'{x,y,0)^ 8 (ha^H^H), 

.WO der sechsgliedrige Summen-Ausdruck auf der rechten Seite noth- 
wendig in Bezug auf die Indices a, ß, y, d symmetrisch gebildet sein 
muss. Nun kann das Glied hydSyHs nur aus HyHyx hervorgehen; 
und zwar muss der Coefficient hy^ gleich dem Producte des Coefficienten 
von HyHyx in H' (x^y^ z) mit dem Coefficienten c^ in der linearen 
Function Syx^'^ c^ Sd + Cj Sa + c^ Hß sein. Es ist aber nach (21) 
dieser Coefficient 

daher ist 

!,,— ( ^\aa\yS ^€t9ßfaßxfaßnfaß,i^at^^ßti^Lx^ßx HJ 

lyel-^li» 

Mithin erhalten wir: 

ö = 9\9\t^ii (-H' (^» y.; z) — R {X, y, z)), 

W (X, y, z) 

= S I (_ 1)«/^ I y cJ ^Y^dfYd Jydxfydf.^^ytiFdfi^i»^i»^x^a^ß \ ^ 

H{x,y,z)= S i-iyß\yS^-Ml^f!^ 
Wenn wir nun die Diflferenz bilden, so ist 

/* V TT" 7/ ' TT ' TT ' 

^ * ^ / ^ — ~ — fydtiFyxFin = ~^~ ifydMFdfiG-yfi — fydfiFSxOyx): 

da RF;u = H;h;g;^, RF;^ = E;H^'G;^ ist. Nach Formel (9) 
des § 5 ist aber 

TT ' TT f D" 'ff ' Jf ' 

^j^"" {tyS^Fif, Gyf, — fydfiFiy Gyx) = (— l)** ' ^ 9a9ß9yfaßX ^ j^> — - ' 

Folglich erhalten wir: 

S'{x,y,z) — H(XyyjZ) 

-^^^^ ^ \ir-lY^^'^9a9ß9l9hxfyöxfy6f.G;,Gi,HyHs'BJHaHßY 
oder, wenn wir 

GyjtGs» durch -^^^^j^-^i 

ersetzen : 

S' i^yy^^) — S{x,y,z) 

= (- ^y^' rrsr^ ^ J(- ^r^'''9y96fy6xfyö^F;.Fi,H^HßY 
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Den Summen-Ausdruck, welcher hier als Factor der rechte» Seite der 
Gleichung auftritt, betrachten wir als abhängig von x' j y\ z und be- 
zeichnen ihn durch (p {Xy y', z). Diese Grösse ist dann eine quadra- 
tische Function, die im Punkte x von der zweiten Ordnung verschwindet. 
Setzen wir {x\ y y /) = {oa jh^Ca), so reducirt sich die Summe auf 
folgende : 

(P («a, ia, Ca) = -ff« S ((— l)i* I "^^ gyQdfYnfrd t^fy^ccfönaSiß) . 

Dies ist aber, der Gleichung (21) zufolge, nichts anderes als HaHax, 
und da 



SaHan = 



ist, so ergiebt sich: 



(— ir^'i^ax — 



Nun ist 

X y z 

Ucc Oa Ca 
ö^x vx Cx 

es ist also ( — l)*l*i^ax der Werth, den die Function Fje annimmt, 
wenn (x, y, z) = (üa, ha, Ca) gesetzt wird. Daraus folgt, dass im 
Punkte a 



BFl^ 




s. 










X y z 


, Fn== 


X i/ ^ 




ttx bje C 



9> {^'> y\ ^') 



BFl 



ist. Diese Gleichung muss nun identisch,- für alle Werthe von {x\ y, z') 
gelten. Denn da sie besteht für den Punkt a, so muss sie, der Sym- 
metrie wegen, auch für die Punkte ß, y, S gelten; ferner wird sowohl 

(p {x\ y'j /), als auch i^ im Punkte x von der zweiten Ordnung Null; 
und da beide Seiten dieser Gleichung homogene quadratische Functionen 
von x\ y'y / sind, so muss sie eine Identität sein. Wir erhalten also: 

H' {X, y, g) - H{x, y, z) = (- l)»!" *^* ' 
und somit: 



M^a»H;' 



BRFl 

"x-"x 

Hiermit ist die Beduction der linken Seite der Gleichung (B) vollendet, 
und es ei^ebt sich der Werth des Verhältnisses: 

Daraus folgt, nach (A): 

M ^£. 

"' TT S 



(47) 



C*/» 
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§ 17- 

Es bleibt nun noch übrig, die Argumente w, w', u selbst als 
Functionen der beiden Werthsysteme {Xy y, 0) und {x'y y\ z') darzu- 
stellen. Dadurch wird dann auch, mittelbar, die Beziehung festgestellt, 
in welche die Argumente zu einander durch die im § 5 willkürlich 
angenommene Gleichung zwischen den Grossen L gesetzt sind. Wir 
gehen von einer Differentialgleichung aus , die wir aus dem Additions- 
theorem ableiten. 

Wir setzen in dem allgemeinen Additionstheorem (Gleichung (39) 
des ersten Theils) die Grössen v und w einander gleich, und führen 
das Doppelte dieser Grössen ein, also 

1; SS tc; as ^a^ v' a= w' = \dy v" — w" — ^a"; 

femer ersetzen wir 

M durch M + ^a, m' durch u + i»'; w' durch u + ^a". 

Dann geht diese Gleichung über in folgende: 

Co6(a • • ^)hiQ{u + a • • •)*mO(w • • •)«»» 
7 

a=:0 

Jetzt geben wir den Indices A;, 2, m bestimmte Werthe, uämlich 
Ä den Werth 0, l den Werth x und m den Werth xAf*. Dann folgt: 

7 

« = 

In dieser Summe verschwinden diejenigen Glieder, die den Indices a=x, 
A, fi entsprechen. Für a = wird 

(a, xa, xAjLta) = (0, X, xAjLt) ^ mod 2. 

Verstehen wir dagegen unter a, /J, y, d die vier von x, A, ^ verschie- 
denen primitiven Indices, so ist 

(a, xa, xAjLtct) «= (xAfi/37/d, xa, xAfta) 

^ xof I a + « I ^öc + « I xAfA«; 
und dies ist ^ a | xA/x, oder, was dasselbe ist, ^ ßyd | a. Demnach 
ergiebt sich: 

= s /(-iyy«^««c^ycre(a...)aA^e(w + a...)ae(w...)«xV 

Wenn wir in diese Gleichung für die Grössen a, a\ a" die DiflFeren- 
tiale der Argumente : du, du\ du' einsetzen, so erhalten wir folgende 
Differentialgleichung : 
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CoQxfiQnXfidUji — CjtXfj,Q]cQoduif^ 

In dieser Formel wollen wir die Theta- Functionen durch die ent- 
sprechenden 6y und ebenso die Anfangsglieder ux^ und Ux der Func- 
tionen Qxfi und Gx ersetzen durch h^iVXfi und IxVjcy wo vx^i und v^ die 
im ersten Theil eingeführten Anfaugsglieder der entsprechenden <y-Func- 
tionen sind. Dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende 
Form an: 

ax^<5,x^dv,-6,0,dvx^^ S \(^l)M\- 'Jl^'-'/^Y" ^a.döa]- 
Der Nenner des Ausdrucks 

^xXfihfih 

ist, da nach Gleichung (68) und (79) des ersten Theils 

^^xh^f^hh^^fxXiu' 

7 f9x 9ft 

Cxu = — 

ist; gleich: 



^xX/j, — 



^f9x9u^HX^ 



Xfl 



und dies ist, der Gleichung (69) zufolge: 

Der Zähler dagegen ist schon in § 2 umgestaltet und hat dort 
folgende Form erhalten : 

Wenn wir also den Quotienten bilden, so erhalten wir folgendes: 

eg^rU^g^fy^^fsiixffiYxfxX^ 
P9x9f, 

Nun ist nach (71) und (72): 

ß = - 5 ; l^r^ = 4 ) 

gf> J gi y 

daher: 

p — ^* 
Demnach erhalten wir: 

9l9^ a,ß,Y,t\ J 
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Multipliciren wir diese Gleichung mit 0ny so wird 

X^ix •** 

^x^andOa =* ^>and log 6a> 

Nun ist aber, da '^iSc? = ta ist, 

2d log 0a + dlog'm ==^d log ^a ; 
folglich 

<fx <fand0a = ^'^and log ^a — ^^«xrf log "ST. 

Setzen wir dies in die Gleichung ein , so fällt der mit d log 'oT multi- 
plicirte Ausdruck fort, da nach § 2: 

ist, und wir erhalten : 

(48) -^ {ixj, co^cxii, dvn — ^x dvxf,) 



_^ ^x /^y;i^ 



S j(- iyy^lYy<rx/>^x/>yx9>axdl0g^J 



Diese Formel wird zur Darstellung der Differentiale dVjc und dvi^ 
führen. Wir denken uns für die Grössen % x^ '^i ^ ^^^^ Ausdrücke 
durch (Xf y, ßi) und {x\ y\ /) eingesetzt. Unter dieser Voraussetzung 
transformiren wir zunächst die Summe 

S= S {(- l)/^y^«Yy<rxA;^x/>yx9>«xdlog^«). 
Da tl^a = Ha Sa, mithin 

d log ta^d log Ha + d log Ha 

ist, so zerfällt die Summe S in zwei Theile 

S = S^ + /Sj, 
von denen 

Ä, = Ä U-iyy^^%^^f6ßJfiy^Fa^Fa.dl0gHa\ 

ist, während Sj aus S^ durch Vertauschung von {x, y, 0) mit {x\ y\ z) 
hervorgeht. Der Ausdruck Sj ist nun in Bezug auf x, y, z eine lineare 
Function, die im Punkte x verschwindet. Es ist femer diese lineare 
Function symmetrisch in Bezug auf die vier Indices a, /3, y, 8. Unter- 
suchen wir jetzt, welchen Werth Sj in einem dieser Punkte, z. B. in 
*, annimmt. Alsdann ist jFcTx = 0; FaTc geht über in ( — l)^'«*/>ax? 
daiher 

(- \y^i\-Fa. in (- \y\*{r- iyy'«/>«x. 
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Somit erkennen wir, dass der Werth von S^ im Punkte S durch fol- 
genden Ausdruck gegeben ist: 

Nun lehrt aber die Formel (28), dass der hier auftretende Summen- 
ausdruck ersetzt werden kann durch folgendes Product: 



yHi,yH,^yHi^H^ 



A'. 



Vergleichen wir hiermit den Werth, welchen die — im Punkte x 

gleichfalls verschwindende — lineare Function Jfx, Xft ini Punkte S an- 
nimmt. Diese ist, nach (32), durch folgenden Ausdruck gegeben: 

sie nimmt also, wenn wir (a?, y, 0) = (a^, fc^, a) setzen, wodurch 
Fsx=^0 wird, den Werth an: 

(- \y^''föa.hp4öy^99FhGif.n;. 

Für FixGi^H; können wir setzen: j/WV^V^^V^' Die 
Werthe der beiden linearen Functionen S^ und M,t^i^ im Punkte ä 
sind demnach folgende: 

( 1) feanfs,.fSy. g^g^g^g^iy^'Y ^^ 

und 

Beide Ausdrücke unterscheiden sich von einander nur durch den Factor 



H^yHi^t^ 



9a9ß9y969.VH{ ]/H;(ywy ' 

der auf die Form 

9i9^H^'^i^^' 
9^* 

gebracht werden kann, und sich nicht ändert, wenn a mit /J, y oder 
d vertauscht wird. Mithin gilt für alle vier Punkte a, /S, y, d die 
Gleichung : 

und da dies eine lineare Gleichung in {Xy y, is) ist, so muss sie für 
alle Werthe dieser Grössen bestehen. Hiermit ist also bewiesen, dass 

sich die Function ä^ von M^^i^ nur um einen von x^ y, z unabhängigen 
Factor unterscheidet. 

ScHOTTKT, Abel' sehe Funct. 7 
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Nun steht aber die Function Jlfx,;i^ (wie aus (31) und (42) her- 
vorgeht), mit der Grösse OxZ/u i^ folgendem Zusammenhange: 



es ist also: 

E 



gxfnlfiM^^Xn = w {ßxfiGixXiJi — H^Fifj,). 



Daraus folgt: 

/Sj erhalten wir hieraus^ indem wir {x, y, z) mit {x\ y\ z') vertauschen. 
Die alternirende Function J verwandelt sich dabei in — J. Es 
ist also: 

— 9i 9u *^^ 

Nun ist nach der Gleichung (48): 

, , , -JxfxxA^S^) ö 

XXfiCJnx^dv^ — txdvx^ = ^^ ^ -. 

Wenn man hier für S^ und Sj die gefundenen Werthe einsetzt, so er- 
hält man: 

1 Tä a' 

Dieser Gleichung können wir folgende Form geben: 

/ iJaH, 4 Jag,' \^ 

= t. [dvx^ - jwwfo^ + jBWr^ ^)- 
Hier ist nun leicht zu sehen, dass die mit x^fiCO^Xfi und px multipli- 
cirten Ausdrücke gleich Null sein müssen. Denn es ist allgemein 

dVm = ümdu + hmdu + Cmdu\ 
Um = ßmS + hmS + CmH^ 
Hm = dmS' + imS' + €mS[\ 

Dadurch nimmt auch der Ausdruck 

die Form 

an, wo 'ö', '9'', -ö"' von dem Index m unabhängige Grossen bedeuten. 
Führt man für den Augenblick diese Grössen %'m ein, so ergiebt die 
aufgestellte Gleichung: 
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Diese Formel kanu nur dadurch bestehen ^ dass allgemein d'x und 
^Xfi gleich Null ist. Am klarsten wird dies erkannt, wenn wir die am 
Anfange des vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 

S ((- iyr\-^f^y,UöX(Oßyx^a6n } = (- 1)^ "'^«^^ V ^ Xnf. 

zu Hülfe nehmen. Angenommen nämlich, dass die Grössen d'm von 
Null verschieden wären, so wäre 



COkX 



^x ZXf, ' 



also 






mithin 



V ^y* 



^« Xöx' 



^ a^ ß ^yx*'ßx 



Die drei Producte 

CHßyxC^adx ) OyaxC/Jj«; fX^aßx^ydx 

wären demnach einander gleich; und da die Summe der Coefficienten 
des Ausdrucks auf der linken Seite gleich Null ist, so würde sich 
ergeben: 

r Xxfji = ^, 



<yo 



was unmöglich ist. Es zeigt sich also, dass wir allgemein '9^,,^ = zu 
setzen haben. Hiermit ist die Darstellung der Differentiale gefunden, 
uämlich : 



dvm = 



^JmB^ . ieZfflH; ^, 



A- 



Diese Darstellung ist jetzt dadurch zu vereinfachen, dass für 0q der- 
jenige Werth gesetzt wird, der sich in § 15, Gleichung (45) ergab. 

Es war dort <^q== z^- Nun folgt aus den Gleichungen : 



o« 



tüa 



%xX 



xX 



"^xH 



, ^x = ^(JitS ^2 == tzr 6:^, 



dass 

'^x'^XlxX = '^^^>xX 

ist. Ersetzen wir diese Grössen durch ihre Ausdrücke in a?, y, Zy 
X, j/', z y so folgt: 

R.RxGxx • H;HiG',x = is^F^xr.v, 
und da 

Sx SxGxx = R Fxx ) SxSi Gxx = Fxx 

1* 



1 

I 
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ist, so erhalten wir: 

Setzt man dies in den Ausdruck von a^ ein, so wird öq = -^-g> ; 
daher: 

Nun ist _ 

Ä« = OmS + bmS + Cm3, 

Vm = amU + bmU + CmU' ; 

daher erhalten wir die Differentiale der Argumente durch folgende 

Formeln ausgedrückt: 

, 1 /HA H'A'\ 

, ,_ 1 {HA H'A'\ 
^^ ~ 2k^\^ - B' J' 



du'^^ 



ff 



1 {HA 



Die Integrale 



2kg \ E 



WA'\, 



r HA Cha ( 'ha 

J "ZkgE' J 2kgE^ Ja^"»' 



kgE 

ausgedehnt auf einem bestimmten Integrationswege von einer beliebigen^ 
aber festen unteren Grenze a, b^ c bis zu dem veränderlichen Punkte 
x^ y, bezeichnen wir durch 

U{x, y, 0), U\x, y, e), U'\x, y, e). 
Es ist dann 

«,y»* /?»y'* /»'^'* 

u=f(dU) + c, u^J{dü') + c\ u' = JidU") + c" , 

x\y\»' x',y\z' x\y'y»' 

WO c, c\ c" die von x, y, z und x\ y\ / unabhängigen Integrations- 
Gonstanten bedeuten; oder: 

u = TJ{x, y, z) — TJ{x\ y , /) + c, 

u' = r {X, y, 0) - U {x\ y\ /) + c\ 

w"= U\x, y, z) - U'\x\ y', /) + c". 

Es ist offenbar, dass die Gonstanten c, c', c" auf mehr als eine Art 
bestimmt werden können, da die Integrale, durch welche die Argu- 
mente dargestellt sind, mehrdeutige Functionen sind. Es fragt sich 
nun: Welche Werthe können diesen Gonstanten ertheilt werden? 
Unsere ganze Untersuchung ist begründet auf der Voraussetzung, dass 
die Determinante der sechs Grössen Zjj, L^^ ^^c- gleich Null gesetzt 
werde. Diese Determinante ist eine Function, die gleichzeitig mit den 
Argumenten verschwindet. Es muss daher möglich sein, diese Glei- 
chung so aufzulösen, dass die absoluten Beträge der Argumente beliebig 
kleine Grössen sind. 
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Werden die Argumente geradezu gleich Null gesetzt, so ver- 
schwinden alle diejenigen (T- Quotienten, deren Zähler eine ungrade, 
und deren Nenner eine grade <y- Function ist. Nun findet aber ein 
gemeinsames Verschwinden aller dieser Quotienten nur statt in dem 
Punkte {x^ y, z) = {x, y\ /); es müssen also — c, — c, — c" die- 
jenigen Werthe sein, welche die Integrale 

sty» xyz xyz 

fdU, CdU\ jdW 

x'y'z' x'y'z' x'y'z' 

erhalten, wenn man die obere Grenze mit der unteren zusammenfallen 
lässt. Es sind also c, c\ c im Allgemeinen ein System von Integral- 
Perioden; speciell sind diese Grössen gleich Null zu setzen, wenn die 
Integrale so definirt werden, dass sie verschwinden, wenn die obere 
Grenze der unteren gleichgesetzt wird. 

Andrerseits verschwindet die Determinante der Grössen h auch 
dann, wenn für w, m', v!' ein vollständiges Periodensystem 2'cir, 2'c3r', 
2is" gesetzt wird. Nimmt man w, w', u in der Nähe eines solchen 
Systems an, und definirt die Integrale wieder so, dass sie verschwinden, 
wenn {x, y, z) mit {x\ y, z') zusammenfällt, so wird c=2'cy, c' = 2t3r', 
c' = 2'car". Diese verschiedenen Lösungen können nicht wesentlich 
verschieden sein, sondern müssen durch Aenderung der Integrations- 
wege in einander übergehen. Daraus geht hervor, dass jedes Perioden- 
system 2*3^, 2w', 2'cy" auch ein Periodensystem der drei Integrale Z7, 
ü\ TJ" sein muss, und umgekehrt. Wir können daher die Grössen 
c, c^ c' allgemein gleich Null, also 

xy* 

= j\dU), 



(49) 



u 



xyz 
xyz 

=f{dU'), 

X'y'z' 
xyz 



u 

X y z 

setzen; wird x^ y, z in der Nähe von x\ y, / angenommen, so er- 
halten wir, je nach der Wahl des Integrationsweges, ein Werthsystem 
ti, Uj u\ das der Umgebung des Nullpunktes, oder irgend eines Perioden- 
systems 2 "ST, 215^, 2'ar" angehört. 

Es ist _ _ 

(^) ^-J^' ^'=/iW' ^"=/w^- 

Der Formel (29) zufolge ist das Differential A durch folgenden 
Ausdruck gegeben: 
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A = xdH+ydH + zdK 
Da aber nach (26) die Identität besteht: 

xH+yH-^-zlS^O, 
so ist auch 

A = — {Hdx + Hdy + TIdz). 

Je nachdem man die Integrale als Functionen von Xy y, 0, oder von 

H, jET, 1? auffassen will; hat man die eine oder die andere Darstellung 
zu wählen. 

Diese drei Integrale: fdU, fdU\ JdU" haben die Eigenschaft, 
dass sie an keiner Stelle des Gebildes unendlich werden. 

Wir fassen die drei Grössen H^ H, W, als Integrationsvariable 
auf; und betrachten das Integral 



-BT 



E 
Dieses lässt sich mit Hülfe der Relation 



S j(_ iyy\-f^yrF^,d\ogHA = 



«»/».y l j 9a9^i9y9vyS ^ 

welche in § 10 aufgestellt worden ist, in zwei Theile zerlegen. Da 
nämlich in dem Ausdruck auf der linken Seite die Summe der mit 
d log Ha 1 dlogHßy dlogHy multiplicirten Grössen gleich Null ist, 
so können wir diesem Ausdruck folgende Form geben: 

cFa,{d log Ha-d log Hy) + c'Fß,{d log Hß'-d log Hy). 
Nun ist 

dadurch nimmt die aufgestellte Gleichung folgende Gestalt an: 



J3,A 



B 

/H A 
-^- zerfällt dadurch in zwei Theile, deren jeder nur 

in den Berührungspunkten der Doppeltaugenten fi^^ = 0, Hfix = ^\ 
Sxx=^Oj Hy :=: unendlich wird. Wir können aber in dem Ausdruck 
dieses Integrals die sechs von v verschiedenen Indices beliebig unter 
einander vertauschen. Vertauscht man ä, A, /x mit a, ß, y, so erhält 
man eine neue Form, aus der hervorgeht, dass das betrachtete Integral 
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in den angegebenen acht Punkten nicht unendlich wird. Mithin kann 
das Integral 



/ 






an keiner Stelle des durch die Gleichung M=0 definirten Gebildes 
unendlich werden, sondern muss an jeder den Charakter einer ganzen 
rationalen Function behalten. 

Da dies für alle sieben primitiven Indices gilt, so überträgt sich 
diese Eigenschaft unmittelbar auf die Integrale 

f Hd. f HA r Ba 

. J 2kgB' J 2kgB' J 2kgE> 

die wir die Normal-Integrale erster Gattung nennen; und die Integrale 
müssen diese Eigenschaft auch besitzen, wenn wir sie nicht als Func- 
tionen von Hj H, H^ sondern von a?, y, betrachten. 

§ 18. 

Wir haben bis jetzt nicht die a- Functionen selbst, sondern nur 
die Quotienten derselben als abhängig von x, y, z und x\ y\ z auf- 
gefasst. Es lassen sich aber Differentialgleichungen aufstellen, welche 
die Grössen Um selbst, und zwar zunächst durch ihre , Logarithmen 
definiren. Die ßeduction dieser Gleichungen auf diejenige einfachere 
Form, in der sie erscheinen bei der von den Integralen ausgehenden 
Theorie der AbeFschen Functionen, ist indess mit nicht geringen for- 
malen Schwierigkeiten verbunden. Wir beschränken uns deshalb dar- 
auf, nur die wichtigsten Eigenschaften dieser Transcendenten anzugeben, 
welche ohne Rechnung erkannt werden können. 

Wir wissen, dass jede der Functionen a(ti, i*', m")^ entwickelt 
werden kann in eine stets convergirende Potenzreihe der Argumente 
M, w', v!\ Diese Argumente selbst sind durch Integrale erster Gattung 
dargestellt worden, welche an jeder Stelle des algebraischen Gebildes 
[Xy t/, z) den Charakter ganzer rationaler Functionen haben. Daraus 
folgt, dass auch die Function <y(t*, u^ «^")m, als abhängig von a?, y, z 
betrachtet, an keiner Stelle des algebraischen Gebildes unendlich werden 
kann, sondern überall den Charakter einer ganzen rationalen JPünction 
besitzen muss. Lässt man den veränderlichen Punkt (o;, t/, z) eine 
geschlossene Linie durchlaufen, so ändern sich die ^Normal- Integrale 
erster Gattung allgemein um ein Periodensystem 2'5r, 2'ar', 2t3r''; es 
geht also a(w, m, u)rn über in: 

Die Transcendente iSrn. ändert sich also auf einem Periodenwege um 
einen Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function von 
h w', w", d. h. ein Integral erster Gattung ist. 



- "■ - -^ 
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Diese Expouentialfactoren werden au keiner Stelle Null oder un- 
endlich. Daher hat die Frage: an welchen Punkten wird die Function 
örn gleich Null? eine bestimmte Bedeutung. Denn wenn irgend ein 
Zweig der Function an einer Stelle des Gebildes verschwindet, so muss 
auch jedes durch analytische Fortsetzung daraus abgeleitete Element 

an derselben Stelle den bestimmten Werth Null haben. 

ff 
Wir wissen, dass jeder Quotient — an drei Punkten verschwindet, 

und an drei von dem Index m unabhängigen Stellen unendlich wird. 

ff 
Nun kann der Quotient -^ , da (y^ und öq nie unendlich werden, nur 



ff- 







dadurch verschwinden, dass der Zähler verschwindet, und nur dadurch 
unendlich gross werden, dass der Nenner verschwindet. Es sind also 
für jeden Index m {m = eingeschlossen) drei Punkte von vornherein 
bekannt, in denen 0^^ = wird. Es ist nun zu beweisen, dass 0m ^^^ 
an diesen drei Stellen verschwindet. 

Das logarithmische Differential von ^m lässt sich, wenn wir diese 
Function als abhängig von x^ y, betrachten, in folgender Weise 
darstellen : 

ä {log 0m) = -^^;— dU+ ^^. dV +—^-^dU. 

Die Differentialquotienten sind hier so zu bilden, als ob u^ u, u un- 
abhängige Grossen wären, dann aber die beschränkten Werthe der- 
selben einzusetzen. Lässt sich nun beweisen, dass die drei Grössen 

d log <Sm ^ ^Qg ^m ^ log ^m 

du ' du ' du" 
nur in den drei bekannten, zum Index m gehörigen Punkten unend- 
lich werden, so folgt, da dU, dU\ dJ7"' Differentiale nie unendlich 
werdender Functionen sind, dass auch log {0m) nur an den drei be- 
kannten Stellen unendlich wird. Nun bilden wir in derselben Weise: 

Hier sind die drei mit du, d U\ d W multiplicirten Ausdrücke, wenn 
wir u, u, u* als unbeschränkt veränderliche Grössen auffassen, periodi- 
schen Functionen der Argumente. Denn es ist log (<?,„) eine Function 
von M, v! j v!\ die sich um eine additiv hinzutretende lineare Function 
211 u -|- 21i'u + 2*^"^" + Const. ändert, wenn die Argumente um 

ein Periodensystem vermehrt werden ; die ersten Ableitungen — ^ — - etc. 
ändern sich daher nur um die Constanten 2*^, 2*^', 2*^", die zweiten; 

d^ log 

— K-i^*^* etc. bleiben ungeändert. Ferner haben diese zweiten Ab- 
leitungen die Eigenschaft, dass das Product einer jeden mit 0^ eine 
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stets endlich bleibende Function ist; denn jedes dieser Producte lässt 
sich darstellen durch eine ganze Function von öm und ihren Ableitungen. 
Nun haben alle Quadrate der 64 Functionen 0„i die Eigenschaft, dass 
sie sich um denselben Exponentialfactor vermehren; wenn die Argu- 
mente um ein Periodensystem vermehrt werden: 

Es sind also diese 64 Functionen a^y ebenso wie die Producte 

^2 ^'iogo^ , a» log ü^ 

der Definition des § 2 im ersten Theil zufolge, Theta-Functionen zweiten 
Grades mit einer Charakteristik, deren Elemente /it, v sämmtlich Null 
sind. Da aber, wie dort gezeigt ist, nur r^ linear unabhängige Theta- 
Functionen rten Grades von einer bestimmten Charakteristik existiren, 

2 a* log ff 

so muss zwischen *?« — Y~r^ ^^^ ^^^ Quadraten von Theta-Func- 
tionen eine lineare homogene Gleichung bestehen. Wir wählen die 
acht Quadrate: 

"o ; "1 » "2 • • «'7 • 

Zwischen diesen acht Grössen besteht keine lineare Gleichung von 
der Form: 

^(To* + ^, «,» + ... + ^7 <;,* = 0, 

so lange die Argumente als unbeschränkt gedacht werden. Denn an- 
genommen, dass eine solche Gleichung existirte, so verschwinden, wenn 
wir die Argumente gleich Null setzen, alle Glieder mit Ausnahme des 
ersten ; folglich muss -4. == sein. Setzen wir ferner die Argumente 
gleich dem halben Periodensystem co^, o*', co^", so verschwinden alle 
Glieder mit Ausnahme des zweiten; folglich muss -4, = sein. Auf 
diese Weise sieht man, dass alle Coefficienten -4, J.j • • • J.7 gleich 

Null sein müssen. — Hieraus folgt nun, dass sich <y^^ — ä~T~^ zerlegen 

lassen muss in ein lineares Aggregat: 

7 

« = 

d^ log ff 

dass also — ^ » "* sich in dieser Form darstellen lassen muss: 

d^ log <^m 

Dasselbe gilt von den fünf übrigen zweiten Ableitungen. Setzen wir 
uun für die ^-Quotienten ihre Ausdrücke durch a;, y, z und x\ «/', g\ 

' so verwandelt sich jedes Glied J.« -|^ in eine rationale Function von 




\ 
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Xy y, 0f welche nur unendlich wird in den drei uns bekannten Punkten, 
die zum Index m gehören. Daraus folgt; dass alle sechs zweiten Ab- 
leitungen, als Functionen von x^ y, z betrachtet, nur in denselben drei 
Punkten unendlich werden. Daraus aber ergiebt sich, dass auch die 
Integrale 

aiOg ff^ d log 9^ d log a^n 

du ' du ^ du ' 
und endlich log 6m selbst nur in den drei zum Index m gehörigen 
Punkten unendlich wird, dass also 0rn nnr in diesen drei Punkten ver- 
schwindet. Ferner ist klar, dass öm in diesen drei Punkten auch nur 
von der ersten Ordnung unendlich klein werden kann ; denn sonst müsste 

der Quotient — auch von höherer als der ersten Ordnung unendlich 

n 

klein werden. 

§ 19. 

Durch die im § 17 geführte Untersuchung ist die eigentliche Be- 
deutung der im § 3 festgesetzten JBeschränkung der Veränderlichen u, 
Uj u" gezeigt worden. Wir sahen, dass wenn die Determinanten- 
gleichung zwischen den Grössen i^^, L^^ etc. besteht, die Argument« 
li, v! y u" nicht mehr willkürlich sind, sondern durch die drei Normal- 
Integrale, jedes von einer bestimmten unteren Grenze {x\ y\ z) bis zu 
einer bestimmten oberen (x, y, z) ausgedehnt, dargestellt werden können. 
Die Ausdrücke der <y-Quotienten, welche wir gefunden haben, sind also 
diejenigen Werthe, welche die Functionen 

o{u, u\ u)^ 
'V(^~u\ u\ 

annehmen, wenn für die Argumente u, u\ v!' die drei Integrale 

ijdV, (dV\ fdU'\ 

genommen zwischen diesen beiden Grenzen, eingesetzt werden. Die 
untere Grenze {x\ y', /) wollen wir als fest annehmen; dann können 
wir die drei Integrale durch U(Xj y, z), ü\x, y, 0), U" {x, y, e) oder 
kürzer durch U, U\ U" bezeichnen. Wir können dann die Resultate 
der vorangehenden Untersuchungen so zusammenfassen: 

Setzt man für die Argumente m, u\ w" der <y- Functionen die In- 
tegrale ?7, ü\ U" ein, so verwandelt sich jede der 64 (y- Functionen 
in eine transcendente Function von x^ y, z, die an drei Stellen des 
Gebildes, und zwar von der ersten Ordnung, verschwindet. Diese drei 
Stellen sind, für die graden Functionen Omj algebraisch abhängig von 
der unteren Grenze der Integrale, und zwar sind sie für die Function 
6q definirt als die gemeinsamen Nullpunkte der sieben Functionen 
Qx> für Oxifi als diejenigen Nullpunkte der Function Qx.Z/*; die weder 
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Doppelpunkte sind, noch der Gleichung Fx = genügen. Für die 
ungraden Functionen öm dagegen sind sie unmittelbar gegeben; es 
fällt nämlich für diese einer der drei Nullpunkte immer mit der unteren 
Grenze (x', y\ /) zusammen ; die beiden andern werden gebildet durch 
das von(a;',y ,/) unabhängige Punktepaarm, in welchem £f,„ verschwindet. 
Der Quotient zweier a- Functionen 

ist eine algebraische Function , die in der Form 

darstellbar ist; wo JR{x^ y, z) eine rationale Function bedeutet. Die 
Grössen ri sind Quadratwurzeln aus rationalen Functionen. Bei der 
Definition dieser Grössen ist eine gewisse Willkür gelassen ; man kann 
jede von ihnen mit einer rationalen Function multipliciren, ohne dass 
die wesentlichen Sätze über dieselben geändert werden. Wir können 
deshalb, wenn wir wollen 

^0 = 1» V»x = Vxrj^^ V^Xfi^V'cV^Vfi 
setzen; endlich ist auch das Product aller sieben Grössen rjx eine 
rationale Function. Wir können deshalb 



1^. = ^ (x = 2, 3...7), 

setzen, wodurch nun alle Grössen rj bestimmt sind. 

Ist m ein ungrader Index, so sind von den Nullpunkten der Func- 
tion <y (Z7, U\ ü")m zwei von der unteren Grenze unabhängig. 

Aendert man daher die untere Grenze und bezeichnet mit ?7, U\ U" 
die Normal-Integrale, ausgedehnt von einer neuen willkürlichen Stelle 
^ ; y\ ^" ^is zu ic, y, je?, so ist ofiFenbar, dass der Quotient 

nur an der Stelle. x\ y', / verschwindet, und nur an der Stelle a?", 
y'j z" unendlich wird, beides von der ersten Ordnung. Diese Function 
ändert sich überhaupt nur um einen con stauten Factor, wenn wir den 
Index m durch einen andern ungraden Index n ersetzen. Dies geht 

aus der Gleichung -^ = c ^ __^ unmittelbar hervor. 

§ 20. 
Zur Darstellung der allgemeinen <y-FunctioJien führt jetzt fol- 
gender Satz. 
Es seien 
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xp» xyz xy 

U^JdU, IT^fdU', U"=fdU" 

übe abo abo 

die drei Normal-Integrale erster Gattung, genommen von einer festen 
unteren Grenze (a, &, c) bis zum willkürlichen Punkte (rc, y, z)] es 
seien femer 

2r Systeme von je drei Constanten; die den drei Bedingungen 

r — 1 r ~ 1 r — 1 

«=0 a = a = 

genügen ; im Uebrigen willkürlich sind; es seien endlich 

2r beliebige Indices, und m derjenige Index , der durch Zusammen- 
setzung aller entsteht; dann ist das Product 

r— 1 






darstellbar durch eine algebraische Function von x, y, is, die durch 
Multiplication mit dem Factor r^m in eine rationale übergeht. 

Wir beweisen diesen Satz schrittweise durch das Additionstheorem ; 
zunächst für den Fall, dass das Product aus einem einzigen Quotienten 
besteht; dann für den Fall r = 2; daraus folgt schliesslich das All- 
gemeine. 

Wir setzen in dem Additionstheorem ^ das in der Gleichung (39 ^ 
des ersten Theils enthalten ist, den Index m ^=0. Dann erhalten wir: 

(51) CqQ (2v ' ' ')ki Q {u + w ' * -)kQ (u — w ' ' ')i 

7 

-=^ ^ [+Q(V + W' • ')kiaQ {V '-W"')a Q (u + V " ')ka {U — V ' - •)ia]> 
a = 

Hier machen wir femer die Voraussetzung; dass die beiden Indices 2;, I 
so beschaffen sind^ dass der aus beiden zusammengesetzte ä; 2 grade ist. 
Dann setzen wir v, v, v' gleich Null und drücken die Theta-Functionen 
aus durch die (T. Dann erhält das Theorem folgende Gestalt: 

7 

WO -4.Q , -4.1 • • • ^7 von M , w'j vi' unabhängige Factoren bedeuten. Nuu 
setzen wir m == J7, u = U% u = ZT", und dividiren die Gleichung 

durch {<y(i7- • Oo}^« Alsdann wird jedes Glied des Ausdrucks auf 
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der rechten Seite eine mit dem Factor i]ki behaftete Function; es ist 
also der Quotient 

dargestellt in der Form: 

wo R {Xj y, s) eine rationale Function bedeutet. Dies beruht auf der 
Annahme, dass der Index hl grade ist, weil sonst Cki verschwindet und 
dadurch die Gleichung illusorisch wird. 

Es seien nun Iz, m zwei beliebige Indices. Jedenfalls lässt sich 
zu diesen ein dritter, Z, bestimmen, von der BeschaflFenheit , dass so- 
wohl hl als ml grade ist. Ist hm grade, so brauchen wir nur Z = Ä 
zu setzen; dann ist ÄZ = 0, mZ = Ätw, also beide Indices, wie verlangt, 
grade. Ist aber hm ungrade, also entweder von der Form x oder x A, 
80 setzen wir 1= Xaßh (x, l, a^ ß sollen irgend vier verschiedene der 
sieben primitiven Indj/i^es bedeuten). Es ist dann im ersten Falle 

jfcJ = Aaj8, ml = xkaß] 
im zweiten: 

hl = kaßy ml >== xaß] 

also in beiden Fällen hl und ml grade. — Es ist nun bewiesen^ 
dass sich 

{<F(cr-)o}' 

durch eine mit dem Factor r^kh 

durch eine mit dem Factor rimi behaftete algebraische Function von 
Xf t/, ausdrücken lässt. Der Quotient beider Grössen 

a{Ü + u) ' • •)j 
a(ü+w ..)« 

ist also eine Function von x,y^0, die durch Multiplication mit dem 
Factor 1^*^ in eine rationale übergeht; und zwar sind hier die Indices 
k, m keinerlei Beschränkung unterworfen. Damit ist der ausgesprochene 
Satz für den Fall, dass sich das Product auf einen einzigen Factor 
reducirt, bewiesen. 

Wir vermehren jetzt in der Gleichung (51) die Veränderlichen u 
um die Grössen v, und setzen v + ^ = ^i > ^ — w = V2* Dann er- 
halten wir: 

^00 (^i + ^2 ' • O*«® (w + ^1 • • •)* (^ + ^2 • ' •)' 

7 

= ^ [+ e (V, • • ')klaQ (Vo • • Oa («* + «^1 + ^2 • • •)*« («* • • •>«]• 
= 
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Hier setzen wir wieder die Integrale U, U\ Z7" für die Argumente 
u, Uy u eiu; und ersetzen die 6 durch die mit Gonstanten behafteten 6. 
Dann erhalten wir eine Gleichung von folgender Form: 

7 
<y ( ?7 + t;, ...)* <y ( ?7 + t?2 •••)' = ^ [-ß« <^ ( U+ Vi + ^2 • • ')ka 0{ü" ')ia]. 

Hier bedeuten JSq, B^ • • • .B^ von x, y, z unabhängige Factoren. Dividirt 
man diese Gleichung durch 

so wird, wie bereits bewiesen ist, 

<y(t^ + <^i + t>t ••')*« 

eine mit dem Factor ijjta; 

eine mit dem Factor r^ia behaftete, also das Product beider Quotienten 
eine mit dem Factor rjn behaftete algebraische Function von rc, y, z. 
Dies gilt von jedem Gliede, also auch von der Summe; es ist daher 

Wir bilden in derselben Weise den Quotienten: 

Dieser muss sich darstellen lassen durch eine mit dem Factor rimn be- 
haftete algebraische Function von x, y, 0, Wenn wir nun zwischen 
den vier Systemen von je drei Constanten: 

die drei Relationen annehmen: 

^1 +V^ =Wi +W2J 

v^ + v^ = w{ +W^y 

*t l ff ff t ff 

^t +«^2 =^1 +W^2 ; 

so werden die Nenner beider Quotienten einander gleich; wir er- 
halten daher: 

Damit ist der anfangs ausgesprochene Satz für r = 2 bewiesen. 

Um nun zum Beweise des allgemeinen Theorems zu gelangen, 
nehmen wir an, dasselbe sei bewiesen für den Fall, dass das Product 
aus r ^ 1 Factoren besteht. Wir sondern vom Zähler von Q einen, 
vom Nenner zwei Factoren ab: 
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Q- -=' ,_, 

a = 2 

Demnach können wir, indem wir im Zähler und Nenner einen Factor 

hinzufügen, den Ausdruck Q in die beiden Factoren zerlegen: 

<y(Z7 + t;o> • \c {ü + Wq + w^ — v^ - ")q 

V2 — 






'2 <S[Ü+UJo+Wi — Vo"')qJL^ [<f(U+W„'")f 

Setzen wir nun 

SO sind zunächst für den ersten Ausdruck Q^ die drei Voraussetzungen 
des Satzes erfüllt; und da wir denselben für r = 2 bewiesen haben, 
so ist Q^ eine mit dem Factor i;^^ behaftete algebraische Function von 
X, y, 0. Aber auch für den zweiten Factor sind die Voraussetzungen 
erfüllt; denn da 

r — l 

a = 

angenommto ist, so ist 

r--l 
*^1 W'O — ^1 + ^0 + ^ (^a — W^«) = 0. 

Nehmen wir also an, dass der Satz für Producte von r — 1 Factoren 
bewiesen sei, so folgt, dass Q2 eine mit dem Factor rjm^ behaftete alge- 
braische Function ist. Nun ist w^ m2 = m; es ist also i^m^ ^m» ^ine 
mit r^m behaftete Function von {x, y, e). Daraus erkennt man, dass 
das Product Q durch Multiplication mit dem Factor ijm in eine ratio- 
nale Function von Xy y, si übergeht. Wenn also der Satz gilt für 
Producte von r — 1 Factoren, so ist er auch richtig für Producte von 
r Factoren. Da er nun für r = 1 und r = 2 bewiesen ist, so gilt 
er allgemein. 

§ 21. 

Wir gehen jetzt über zur Definition der Aberschen Functionen 
dreier unabhängiger Veränderlichen w, w', u". Wenn wir in der Function 

6 (w, u\ U)k 

die Argumente um ein Periodensystem 2 "cy, 215^, 2'c5'" vermehren, so 
ändert sich dieselbe um den Factor: 

( — l)-2:fp»*-3d*)gi?(ttj^',u";j»?). 
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Der Quotient 

a ( «, u\ u\ 

äju, u\ u'\ 
ändert also nur sein Zeichen; und zwar ist 

ff (t* + 2ö • • •)/ ^ ^ a {u- ' )i 

Bilden wir nun ein Product von beliebig vielen (T- Quotienten, und 
stellen für jeden Factor diese Gleichung auf: 



= (_ l)-Sfp(«**'-«'«)-9(<^*''-i>'«)] 



/iba 



ff(w + 2©.-.},^ ^ ^ fi\y.-\a 

(« = 0, 1 ... r — 1), 

so fügen sich^ wenn wir den aus sämmtlichen Indices Izay h zusammen- 
gesetzten Index mit m bezeichnen; die r äummen 

2; [p (£*« — £'«) — q (d*« — d'«)] 

zu einer einzigen zusammen: 

27 [|> €"» — g d*"] ; 
es ist alsO; wenn wir das Product 

r— 1 



am 



mit Q (w, u, vi') bezeichnen: 

0(^ + 2^5-, u+2^\ w" + 2tar") = (— l)'^^'•^"«^^0(w,<O• 
Die8elben Gleichungen bestehen^ wenn wir unter Q (u, u\ u") die all- 
gemeinere Function 

tJb W («* + "'a " -ha l 

verstehen^ wenn nur zwischen den Constanten v und tc die Gleichungen 
bestehen: 

r — 1 

^{Va — W?a) = 0, 

« = 

r--l 

2 c»*«' -- «'«') = 0. 

0=0 
r — 1 

y (.Va"-Wa") = 0. 
a = 

Dies ist eben so leicht zu beweisen. 

Wir denken uns nun die 2r Indices Ä«, ?„ so gewählt^ dass durch 
Zusammensetzung aller der Index Null hervorgeht; dann sind die sechs 
Grossen £"» und d^ sämmÜich Null; daraus geht hervor, dass unter 
dieser Voraussetzung die Function Q eine periodische ist. 
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Jede so gebildete periodische Function und jede rational aus 
solchen Quotienten gebildete nennen wir eine AbeFsche Function der 
Argumente. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar folgender Satz: 

Ist q) (w, w, w") eine beliebige AbeFsche Function und sind w^ w', w" 
drei willkürliche Contanten^ so ist q> (u -\' Wy m' + w^'? w" + ^ ) ©hen- 
falls eine AbeFsche Function. 

Der im vorigen Paragraphen bewiesene Satz führt nun unmittelbar 
zu der algebraischen Darstellung der AbeFschen Functionen durch eine 

Alizahl von Grössensystemen (iCo;yo;^o)> (^n yi > ^i) ^^-y ^^i^ der 
Gleichung £ = genügen. Aus diesem Satze geht nämlich Folgendes 
hervor: 

Setzt man in dem Ausdrucke irgend einer AbeFschen Function 
9 (w, m', w") für die Argumente die Integrale erster Gattung yd (7, 
jd JJ'y Jd U"y ausgedehnt von einer als fest gedachten unteren Grenze 
(a, 6, c) bis zu einer willkürlichen oberen (ic, y, z)y so verwandelt sich 
die AbeFsche Function in eine rationale Function von (Xj y, is). 

Setzt man nun für jedes der Argumente nicht ein Integral ^ son- 
dern eine Summe von Integralen^ die alle aus derselben Differential- 
function entspringen: 

SO wird die Abel'sche Function eine rationale Function sämmtlicher 
oberen Grenzen (xa,ya} ^a)» Denn sondern wir von den aufgestellten 
Summen diejenigen Integrale ab^ deren obere Grenze der Punkt 
i^ayyay^a) ist, SO erhalten wir: 

ti= J (du) -\- Wy 

(««>*«, Ca) 

U =j{dU') +w\ 

ScHOTTKT, Abel'tohe Funot. B 
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ft 

u 



Nehmen wir nun XayVay^a allein als Teränderlich, die übrigen 
Werthsysteme als constant an, so sind auch w?, w\ w" drei constante 
Grössen und g? (w + *^» w' + w', m" + ^' ) jedenfalls eine Abersche 
Function von w, w', u\ Setzt man hier für w, ü\ u' die von (a«? &a, c«) 
bis (a?a, y«; ^o) ausgedehnten Integrale ein, so verwandelt sich, dem 
ausgesprochenen Satz zufolge ^> {ü -\- w - - -) in eine rationale Function 
von (Xaj Vai ^a). Es ist aber dann ü -{' w ==» u^ ü' -^ w' = u, 
w " + ^ " = **' 5 folglich erkennen wir, dass durch die Substitution der 
Integralsummen für die Argumente die AbeFsche Function 9 (m, u\ u) 
in eine rationale Function von {Xa, yayZa) übergeht. 

Wir können nun die Formeln für die Darstellung der Argumente 
in folgender Weise schreiben: 



u 



■■-2 

a 



[U" {Xa, Vaj ^a) — TJ'' (a«, &a, Ca)| , 



wenn wir unter U (x, y, z)y U' {x, y, z)y U" {x, y, z) die drei Integrale 
verstehen : _ 

'" "" '"ITA 



/ 'gA rsA r 



'^hgB 

Daraus geht hervor — wenn wir auf die volle Vieldeutigkeit der In- 
tegrale Rücksicht nehmen — dass die Argumente u , u\ u" sich nur um 
ein Periodensystem ändern, wenn zwei der Werthsysteme (Xa^yaj^a) 
mit einander vertauscht werden. Die Aberschen Functionen bleiben 
mithin vollständig ungeändert, wenn die Werthsysteme {Xa,yay^c) beliebig 
upter einander vertauscht werden. Demnach ergiebt sich folgender Satz: 
Setzt man für die Argumente w, u\ u irgend einer Aberschen 
Function ^> (w, u^ w") die Integral-Summen: 



u 



-2\ß^u) 



^aK^a 



= ^ \ U {Xa^yay ^a) — J7 (a«, 6«, c„) | ctc. 



ein, so verwandelt sich dieselbe in eine rationale und symmetrische 
Function sämmmtlicher Werthsysteme (Xay ya, Za)- Es sind also jetzt 
die Abel'schen Functionen nicht nur allgemein definirt, sondern es ist 
auch die Grundlage gegeben zu ihrer Darstellung durch symmetrische 
Functionen einer Anzahl der Gleichung L = genügender Werthsysteme. 
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§22. 

£s ist klar, dass je nach der Anzahl der Integrale ^ die man zur 
Darstellung der Argumente verwendet, und nach der Wahl ihrer unteren 
Grenzen, die Darstellung der Abel'schen Functionen verschieden aus- 
fallen muss. Die volle Veränderlichkeit ist gewahrt, wenn man die 
Argumente durch Summen von je drei Integralen ausdrückt mit be- 
liebigen, aber fest gewählten unteren Grenzen. Nimmt man eine der 
unteren Grenzen, oder beide, noch als willkürlich veränderlich an, so 
würden sogar zwei Integrale ausreichen. Die Methode zur Darstellung 
der ^-Functionen, welche im Folgenden benutzt wird, ist anwendbar 
unter allen diesen besonderen Annahmen. Wir machen diejenige An- 
nahme, welche zur Darstellung der <j-Quotienten in der Weber'schen 
Form führt, weil wir bei dieser Annahme keinerlei algebraischen 
Schwierigkeiten begegnen. Es seien 

(^o^yoi^o). (^nyi.^i), (^21 2/2» ^2); (^3; 2/3» ^3); 

(«0» hy ^0); ((^ifh 7 ^i); («2^ *2» ^2)» («3» hy ^3) 
acht Werthsysteme, die der Gleichung L = genügen ; die vier oberen 
sehen vdr als veränderlich, die übrigen als feste Punkte des Gebildes an. 
Wir setzen dann: 

u = ^ \U (xa, yk, 2h) - ü («Ä, hj Ch) \ , 

(52) < u' = >^ 1 17' {Xhy yn, Zn) — W {oh, &/„ Cj) 

w" = ^ ] ü" {Xh, yk, ssk) — ü" {ah, 6a, Ch) 

Es wäre erlaubt — wovon wir indess keinen Gebrauch machen — 
ohne die Veränderlichkeit der Argumente zu beschränken, eins der 
vier Werthsysteme (Xky yn, ^a) als constant anzunehmen, üeber die 
vier unteren Grenzen haben wir freie Verfügung. Wir beschränken 
dieselben durch die Bedingung, dass es eine homogene Function dritter 
Ordnung H geben soll, die an diesen vier Punkten verschwindet und 
ausserdem an den sämmtlichen Doppelpunkten. ^ Diese Function muss 
die Form haben: 

(53) H=^AH+ BH' + CH"; 

denken wir uns also die andere Gleichung j9f »s zu Grunde gelegt, 
so sind die unteren Grenzen der Integrale angenommen als die vier 
Schnittpunkte der Curve jJf = mit einer gegebenen Graden H = 0. 
Wir setzen nun zur Abkürzung: 

U{Xh,yh,Zk)^'Uk] U{an,lkyCh)=Vh (Ä = 0,1,2,3); 

8* 
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ebenso 

TJ' {xk, Vky sik) - TJh, ü' («a, 6a, Ch) = F*', 
D^" (^Ä, y*, yk) = W\ ?7" (a*, h, c) = F*". 

Als untere Grenze wird in allen Integralen derselbe feste Punkt 
angenommen. Dann ist: 

8 

(54) «_ V(ü,_F*), u' ^ y! {Uh - Vh'), u" = y (U," - r:). 

^=0 h h 

Diese Ausdrücke denken wir uns in irgend eine der 64 Functionen 
<y (w, u', u')m eingesetzt. Nehmen wir die drei letzten Werthsysteme 
{Xhf Phi ^h) als constant an, so ist (f (m, w', u')m eine Function von 
(^0 7 Vo) ^o) aUeiii; und zwar kann diese Function so dargestellt werden: 

wo 

ist, und w , w\ w" drei Gonstanten bedeuten , definirt durch die Glei- 
chungen: 

CT, + CT, + 173 - (Fo + Y,-\.V^-\- F3) = «;, 

er; + J7,' + 173' - (Fo' + F.' + F/ + F,') = «>', 

i7/'+ ?7,"+ Ü3"- (F,"+ F/'+ F,"+ F,")««;". 

Wir verstehen nun unter n einen beliebigen der 28 ungradenln- 
diceS; und bilden den* Quotienten : 

Dieser muss sich, da die Gleichungen 

w — JJi — ETj — 1/3 + Fo + Fl + F2 + F3 = 0, etc. 

erfüllt sind, dem in § 20 bewiesenen Satze zufolge darstellen lassen 
durch eine algebraische Function von {Xq, y^, 0^)^ die durch Multi- 

plication mit dem Factor rjmn in eine rationale übergeht. (Unteri^m« 
verstehen wir dieselbe Function von {Xq, j/q, 0q), die rjmn von {x, y, s) ist.) 
Wir wollen (x, y, z) anstatt des veränderlichen Werthsystems 
{Xq, y^, Zqj, und entsprechend Uy TT, U* für t7"o, ET^', Uq' schreiben. 
Untersuchen wir jetzt, an welchen Stellen der Quotient Q verschwindet 
und unendlich wird. Bis auf den Factor (J (ET + w? * * 0»»? der nirgends 
unendlich wird, sind alle Grössen, die in dem Ausdruck Q vorkommen, 
specielle tf- Functionen von der früher betrachteten Art, die in dem 
Punktepaare (w), und ausserdem jede nur noch an einer Stelle ver- 
schwinden; nämlich <5{U — ET, •••)nim Punkte (^i,J/i,^i); <f{JJ — ü^"')% 
im Punkte {x^j y^, jefj), (U — F^, • • •)„ im Punkte (a©; &o; ^0) ^^' 
Der Nenner von Q verschwindet also in den vier von den Doppel- 



Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein» 117 

punkten verschiedenen Nullpunkten der Function H von der ersten 
Ordnung, und in dem Punktepaare (w) von der vierten Ordnung; der 
Zähler verschwindet in dem Punktepaare (n) von der dritten Ordnung, 
und in den drei Punkten (a?A, J/a? ^a) (ä = 1, 2 , 3) von der ersten 
Ordnung. Der Quotient ist eine algebraische Function, die überall 
den Charakter einer rationalen hat; die Anzahl ihrer Nullpunkte muss 
daher gleich der Anzahl der Stellen sein, in denen sie unendlich wird; 
daraus folgt, dass die Function a (ti, u\ u'')m^ als abhängig von einem 
der Werthsysteme (a:*, y^, Zh) aufgefasst, an drei Punkten verschwindet. 

Demnach ist der Quotient Q als Function von (x, y, z) definirt 
durch folgende Bedingungen: 

Erstens. Durch Multiplication mit dem Factor 7l„^n geht Q in 
eine rationale Function von {pi, y, z) über. 

Zweitens. Q wird unendlich, und zwar von der ersten Ordnung, 
nur in sechs Punkten, nämlich den vier von den Doppelpunkten ver- 
schiedenen Punkten, in denen H = ist, und dem Punktepaare (n). 

Drittens. Q verschwindet in den drei willkürlich gegebenen Stellen 
{Xh,yhyZk) (Ä= 1,2,3). 

Durch diese Bedingungen ist die Function Q bestimmt bis auf 
einen von {x,y,z) unabhängigen Factor. Dies wird so bewiesen: 

Angenommen, dass die Function Q durch die aufgestellten Be- 
dingungen noch nicht bestimmt wäre, so müsste es, wie auch die 
Punkte {Xkj yh^ ^ä) gewählt sind, zwei Functionen Q und Q' von nicht 
constantem Verhältniss geben, die den Bedingungen genügen. Wir 
bestinmien zuerst eine solche Function Q. Diese verschwindet an 
sechs Stellen; also ausser den Stellen {Xhj yhj ^a) in drei ferneren 
[^k^yh'iZk) (^ = 1,2,3). Setzen wir nun in den gegebenen Be- 
dingungen diese neuen drei Stellen an Stelle der Punkte (xhy yhj ^a)» 
so ist zunächst Q eine Function der verlangten Art. Dann aber müsste 
eine zweite Function Q existiren, die ebenfalls den Bedingungen ge- 
nügt, und deren Verhältniss zu Q nicht constant ist. Der Quotient 

^ wäre dann eine rationale Function, die nur an den drei wi^kjp*!^)^ 

gewählten Stellen, und zwar von der ersten Ordnung, unendlich wird. 
Eme solche Function existirt aber nicht. , , , 

Die Aufgabe, die Function darzustellen, wird nun dadurch ae- 
lost, dass man vier specielle Jbunctionen ... , , 

-tm; Sim} -"9^» / ÄintHiiii' ! ii)l>r/ c- ii'.H » m 

aufstellt, zwischen denen keine lineare* Gleiobung:besAelü},tind diä den 
ersten beiden Bedingungen Gei^üge l«iaii[^ti. riDlesMlst ^ehr leiidit,' Iwenn 
wir den von Herrn Webeaj,.üiil die jThwHjie ieingrtfühirt;en!< Begriff der 
Wurzelfonctionen anweödtö.i . Wir seihe» thierbellnitbt ito, j/^i% acwodeafi 
HjH,E als urspijQnglicbel Vie»äflalderli^he/aiiv i :i . i. i ... I i xi u 
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Es sei r eine gegebene positive ganze Zahl. Dann können wir 
den Index m auf verschiedene Arten in ein Product von r ungraden 
Indices zerlegen: 

m = ahc • • • e, w = a'V c • • • c etc. 

Diesen Zerlegungen entsprechend kann man die Producte: 

p = j/H^yw.yHc . . . yUe, p' = VHa'j/Hi; . . . j/h;, etc. 

bilden. Jedes dieser Producte und jedes lineare Aggregat derselben 
cP -\- c' P' -\- etc. nennt Herr Weber eine Wurzelf unction rter Ordnung 
mit dem Index m. 

Für r = 1 giebt es nur dann Wurzelfunctionen, wenn der Index m 

ungrade ist, und zwar auch dann nur die Grosse }/Hm oder c}/ Hm selbst. 
Für r = 2 sind, wenn m == ist, die Wurzelfunctionen identisch mit 

den aus H^ H, H linear gebildeten Ausdrücken ; es giebt also für 
m ==^0f r ^=^2 drei linear unabhängige Wurzelfunctionen. Ist dagegen 
r = 2; und m von verschieden, so wissen wir aus § 9, dass sich 
sechs Producte 



j/Haj/Hö, j/HaVH,' etc. 

bilden lassen, von der Beschaffenheit, dass ah ==^ aV etc. =m ist, 
dass aber zwischen je dreien derselben eine lineare Gleichung besteht. 
Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen zweiter Ord- 
nung mit dem Index m ist also gleich 3, wenn m = ist, = 2, wenn 
m von verschieden ist. 

Ueber die Wurzelfunctionen gelten nun folgende allgemeine Sätze: 

I. Der Quotient zweier Wurzelfunctionen gleicher Ordnung, deren 
eine zum Index m, die andre zum Index n gehört, ist eine mit dem 
Factor rimn behaftete algebraische Function; also eine rationale, wenn 
m = n ist. 

Dies ist unmittelbar einleuchtend, da der Quotient je zweier 
Glieder des Zählers und Nenners eine mit dem Factor iy„,« behaftete 
Function ist. Dividirt man femer eine Wurzelfunction rter Ordnung 
durch eins ihrer Glieder: 

so verschwindet der Nenner genau in 2 r Punkten, nämlich den Be- 
rührungspunkten der r Doppeltangenten Ha = 0, fi^ = • • • iT« = 0; 
da der Quotient eine rationale Function ist, so muss auch der Zähler 
in eben so vielen Punkten verschwinden. Es gilt also der Satz: 

II. Jede Wurzelfunction rter Ordnung verschwindet in 2 r Punkten. 
Daraus wiederum geht, für r > 2, hervor: 

III.. Die Anzahl der linear unabhängigen Wurzelfunctionen rter 
Ordnung mit dem Index m ist nicht grösser als 2r — 2. Oder: Zwischen 
je 2r — 1 Functionen dieser Art besteht eine lineare homogene Gleichung. 
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Denn wenn wirklich 2 r — 2 linear unabhängige Functionen dieser 
Art existiren, so lässt sich eine Wurzelf unction rter Ordnung mit 
dem Index m bestimmen, die an 2r — 3 willkürlich gewählten Punkten 
Piy P2 ' ' ' Pir-z verschwindet. Diese verschwindet ausserdem nur noch 
in drei Punkten |>2r— 2; JP2r-.i, i>2r. Wir nennen diese Function W 
und bilden nun eine zweite Function W derselben Art, die an den 
2r — 3 Stellen: |>2r; i>2r— i? l>ar-2, l>2r— 3 ' ' ' P4 verschwindet. Ange- 
nommen nun, dass der obige Satz nicht richtig wäre, so würden wir 

W so bestimmen können, dass das Verhältniss ^ keine Gonstante ist 5 

dieses Verhältniss ist aber jedenfalls eine rationale Function, nach dem 
ersten Satze; wir hätten also eine rationale Function, die nur an den 
drei willkürlichen Stellen i>i , 1>2 ; 1>3 » und zwar von der ersten Ordnung, 
unendlich wird. Dies ist unmöglich. 

Aus dem letzten Satze geht, für r = 3, hervor, dass es nicht mehr 
als vier linear unabhängige Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem 
Index m giebt. Diese können wir auf folgende Weise bilden. 

Wir wählen irgend einen Index p von der Beschaffenheit, dass 
pm grade ist, und zerlegen p in zwei ungrade Indices k, l. hm und 
Im sind dann von verschieden, denn wäre z. B. km = 0, so wäre 
]tlm = ly was nicht möglich ist, da X; 2m als grade, { als ungrade voraus- 
gesetzt ist. Es giebt deshalb genau zwei linear unabhängige Wurzel- 
functionen zweiter Ordnung mit dem Index Am, und zwei mit dem 
Index Im, Wir bezeichnen von diesen vier Functionen (die im üebrigen 
beliebig gewählt sein können) die beiden ersteren durch Akmy Bkm, die 
letzteren durch ^{^, JBim. Es sind dann 

(56) Pm = AkmVHkf qm = Bkm VSjcy T^ = ^im V ^ll ^m = ^Im j/Si 

vier Wurzelfunctionen dritter Ordnung, von denen wir behaupten, dass 
sie von einander linear unabhängig sind. 

Denn angenommen, es bestehe zwischen ihnen eine lineare Glei- 
chung, so würde also eine Gleichung existiren von der Form: 

wo Wjem eine Wurzelf unction zweiter Ordnung mit dem Index km, 
Wim niit dem Index Im bedeutet. Aus dieser Gleichung geht hervor, 
dass Wim in den beiden Berührungspunkten der Tangente S, = ver- 
schwinden müsste« Zerlegen wir jetzt den Index km in zwei ungrade 
Indices a, b und bilden das Product 

Wimj/SaVS,, 

so lässt sich dieses, einem in § 9 bewiesenen Satze zufolge (S. 63) 
darstellen durch eine homogene quadratische Function der Grössen 
Hj H, IS. Es müsste also eine homogene quadratische Function 6r 
dieser Grössen existiren, die in den sechs Berührungspunkten der 
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TaDgenten Hay Hb^ Si verschwindet. Es sei d ein neuer ungrader 
Index. Bilden wir dann den Quotienten: 

so hätten wir in diesem eine rationale Function der Verhältnisse 

H : H : H^ die nur in Berührungspunkteu der Taugente Sa = un- 
endlich wird, und zwar von der zweiten Ordnung. Functionen von 
derselben Beschaffenheit sind 

Sä' ^/ ^/ 
Zwischen diesen vier Grössen muss eine lineare homogene Relation 
stattfinden. Denn wir würden sonst ein Aggregat derselben bilden 
können, welches nur vom zweiten Grade ist. Es muss also 

oder : _ 

G2 = HaHbHt {AH+BH + CH) 

sein, wo .4, B, C constante Coefficienten bedeuten. Aus dieser 

Gleichung geht hervor, dass die Linie AH -{- BH -{' C!ff =« eben- 
falls eine Doppeltangente sein muss. Da es aber nur die 28 Doppel- 
tangenten giebt, so muss AH -^ BH -{■' CH==^ Hc sein, wo c einen 
der 28 ungraden Indices bedeutet. 
Wir erhalten demnach 

G^j/Haj/Hbl/Hlj/Ht, 

oder, da 6r =» j/Hal/Hf, Akm ist, 

A,„,= ]/H,j/H,. 
Nun ist 

eine mit dem Factor rikimc behaftete Function. Ist diese constant, so 
muss hlmc«=Oy oder klm = c sein. Dies aber widerspricht unsern 
Voraussetzungen; denn wir haben den Index Mm als grade ange- 
nommen, und der Index c ist ungrade. 

Dadurch ist bewiesen, dass zwischen den vier Grössen p^; Ö'««, 
Tm^ Smy wclchc wir aufgestellt haben, keine lineare Gleichung besteht. 

Dividiren wir jetzt jede derselben durch das Product H l^Hn , welches 
eine Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index n ist, so ist jeder 
der Quotienten 

(ob) Xwj = ~ 7^^ ) lim *== ~ — T^ 9 l^m = -- — -^ ) Srn '■ 



H/H,' ""' H/H^' "'" Hyü,' -'" H^^ 
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Dach dem ersten Satze eine mit dem Factor rjntn behaftete algebraische 
Function, die offenbar nur in den vier Schnittpunkten der Linie H = 
und den beiden Berührungspunkten der Tangente Hn = unendlich 
wird, an allen sechs Punkten nur von der ersten Ordnung. Diese vier 
Functionen genügen also den ersten beiden Bedingungen, welche für 
die Function Q aufgestellt worden sind. Dasselbe gilt von jedem 
linearen Aggregat derselben; und da zwischen Pmy Qm, Um, Sm keine 
homogene lineare Gleichung besteht, so können die Coefficienten dieses 
Aggregats: 

so bestimmt werden, dass dasselbe in den Punkten {Xk ^Vh, 0h){h=^ l^^^S) 
verschwindet. Damit ist aber die Function Q bis auf einen von (a?, y, z) 
unabhängigen Factor bestimmt. 
Wir bezeichnen durch 



(Ä) 

'in ' 



.(A) 



.(Ä) 



^my ^^ « 



m 



die Werthe, welche die Wurzelfunctionen p^} Imj ^m, Sm annehmen, 
wenn {Xk , yn, 0h) für (x, y, je?) gesetzt wird. Die Verhaltnisse der Coef- 
ficienten J., B, Cj D sind dann bestimmt durch die drei Gleichungen : 

^i>m + -B«« + C'-m' + ^«L*' = (Ä = 1, 2, 3). 
Die Function Q nimmt also die Form an: 



Q 



hVh, 



Pm Qm 



m 



'/n 






wo Qq einen von x, y^ z unabhängigen Factor bedeutet. Wir führen 
jetzt wieder (rc^, y^, z^ für (a?, y, z) ein, und bezeichnen die Deter- 
minante : 



(57) 



P 
P 
P 



m 

2 
m 



■m 



'■m 

f 



m 



m 
m 



m, 



m 

i 



m 



mit D 



m* 



Diese Determinante ist eine alternirende Function der vier Werth- 
systeme. Aufgefasst als Function von (a?Q, y^j Zq) verschwindet sie, da 
sie eine Wurzelfunction dritter Ordnung ist, an sechs Punkten. Von 
diesen sind drei bekannt, nämlich die Punkte {x^, yk, 0h) (h= 1, 2, 3); 
die drei übrigen müssen die Nullpunkte der Function o(Uo'{- w "•)my 
oder 6{Uy m, w")w sein. Nun kommen in dem Determinanten- Ausdruck 
Dm die vier Punkte {üh, hh, c*) gar nicht vor; daraus ergiebt sich: 



' / 
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Die drei Punkte, in denen die Function o{Uf u, w")«? ^ *^" 
hängig von {Xq^ Pq, 0q) aufgefasst, verschwindet, sind unabhängig von 
der Lage der die Curve M = durchschneidenden Linie H => 0. 

Wir haben also jetzt zur Darstellung der allgemeinen (^-Function 
folgende Gleichung: 

Ä=l Vo -^iw 

■ II. I I tsss — • 

Diese Gleichung multipliciren wir im Zähler mit 
im Nenner mit 

8 3 3 

*=ro *=ü *=A 

Alle diese Factoren sind von {x^, y^^ Zq) unabhängig; es ändert sich 
also auf der rechten Seite nur der Werth des von {Xq, y^y z^ unab- 
hängigen Factors Qq, Endlich ersetzen wir H^ (oder H (^q, y^, z^i) 
durch das Product 

3 3 

und V^^ durch fl \fHf^\ • Dadurch tritt gleichfalls zu Q nur ein 

von (a?o, yo; ^o) unabhängiger Factor hinzu. Auf diese Weise er- 
halten wir: 

tf («, », tt )„ -^ — ^ 



*=0A=0 * = 

WO Qq, ebenso wie vorhin Q^j einen von {Xq, y^, Zq) unabhängigen 

Factor bedeutet^ und H^*^ KJ7^*Mieselben Functionen von (a?*, y*, Zk) 
sind, wie H und j/Hn von (o?, y, z). 

Nun ist leicht einzusehen, dass der Factor Qq nicht nur von 
(^o> Vo) ^o)) sondern auch von* den drei übrigen veränderlichen 
Werthsystemen unabhängig ist. Denn es ist 

eine alternirende Function der beiden Werthsysteme (a;*, y*, Zk) und 
to» y*, ^h)] also das Product 
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eine altemirende Function aller vier Werthsysteme. Dieselbe Eigen- 
schaft hat die Determinante Dm* I^i^ übrigen Factoren dagegen 

8 3 

A=0 

sind symmetrisch in Bezug auf die. vier Werthsysteme. Es muss daher 

der Factor Q^ ungeändert bleiben^ wenn wir die vier Werthsysteme 

{XkfyhyZh) beliebig unter einander vertauschen. Nun ist Qq unabhängig von 
{Xq , Pq ; Zq) ; daher ist er auch unabhängig von den übrigen drei Werth- 
systemen, d. h. eine von den Argumenten u, i*', m" unabhängige Con- 
stante. Bis auf diesen constanten Factor ist demnach die Function 
(!{u, u, u')m vollständig bestimmt, und gegeben durch den Ausdruck: 

Hiermit ist die allgemeine (^-Function ausgedrückt durch die früher 
definirten speciellen, in denen jedes Argument durch ein Integral dar- 
gestellt wird. Das Wesentliche dieser Darstellung ist^ dass in der- 
selben zunächst ein Factor voransteht, der eine algebraische — und 
zwar altemirende — Function der vier Werthsysteme ist, die nur an 
festen Stellen unendlich wird; dann der Zähler vier transcendente 
Functionen 

3 

9 (x^y VHy M = Yl^^^'^^ - n . . On} (A = 0, 1, 2, 3) 

enthält, deren jede nur von einem Werthsystem abhängt; endlich der 
Nenner sechs transcendente Functionen enthält, deren jede nur von 
zwei Werthsystemen abhängt: 

and zwar so, dass sie ihr Zeichen ändert, wenn die beiden Werth- 
systeme vertauscht werden. 

Bildet man jetzt den Quotienten zweier Functionen <y(w, m, u")my 
so erhält man 

(59) ^==.C^, 

WO C einen constanten Factor bedeutet. Dm und D^ sind altemirende 
Functionen der vier Werthsysteme, und, wenn wir sie als abhängig 
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YOD einem derselben auffassen, begrifflieh fixirt als diejenigen Wurzel- 
functionen dritter Ordnung mit den Indices m und n, die an den drei 
übrigen Stellen verschwinden. Diese Functionen können daher in sehr 
verschiedener Form ausgedrückt werden, die sich aber alle nur durch 
constante Factoren unterscheiden. Wenn wir eine bestimmte Form 
der Darstellung gewählt haben, so kommt es darauf an, den Factor C 
zu bestimmen. Wir werden zeigen, auf welche Weise dies geschehen 
kann, werden aber die Untersuchung nicht durchführen, weil dieselbe 
kaum von wesentlichem Nutzen sein würde. Denn obwohl die Grössen 
Dm ihrem Wesen nach einfach definirt sind, so sind sie doch in ihrer 
Form zu unsymmetrisch und complicirt, als dass die Einführung dieser 
Ausdrücke für die <7- Quotienten in algebraische Probleme — wie etwa 
das der Verification der (^-Relationen — vortheilhaft sein könnte. 

§23. 

Einige der nun folgenden Sätze beruhen auf einer Umk^ehrung 
des in § 20 bewiesenen Theorems. Es seien wieder ?7, ü\ U" die 
drei Normal- Integrale, ausgedehnt von einer festen unteren Grenze 
(a, 6, c) bis zum Punkte {Xy y, z), und wir bilden wieder ein Product 
von a- Quotienten 

Die 2r Systeme von je drei Gonstanten : 

mögen vorläufig ganz unbestimmt bleiben; das Product aller Indices 
Ä, l soll wieder mit m bezeichnet werden. Wir nehmen nun an, dass 
dieser Quotient sich in der Form 

<t>i?m-B(^, y, Z) 

darstellen lasse, wo i^müC^? J/, ^) ©ine mit dem Factor^ ly^ behaftete 
algebraische Function von x^ y, z bedeuten soll, dagegen eine Func- 
tion, die an keiner Stelle Null oder unendlich wird. Es lässt sich dann 
beweisen, dass die Summen 

gleich einem vollständigen Periodensystem, und der Factor eine Ex- 
ponentialgrösse sein muss, deren Exponent ein Integral erster Gat- 
tung ist. 

um dies zu zeigen, multipliciren wir Q mit noch einem neuen 
<y - Quotienten : 

die Constanten w, w\ w" nehmen wir beliebig an; v, v\ v' dagegen 
bestimmen wir so, dass die Gleichungen 
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r--l 

V — W + ^{Va — Wo) = 0, 
a=0 
r-l 

a==0 
r—l 

a = 

befriedigt werden. Das Product 

^ a{ü+V'")o 

ist dann, dem bewiesenen Theorem zufolge, eine mit dem Factor r|„^ 
behaftete algebraische Function von {x, y, 0). Da nun 

ist, so folgt hieraus: 

(t) <^( ^+^-- -)^' —Rix u e) 

wo R{x^ y, z) eine rationale Function bedeutet. Setzen wir jetzt für 
(a;, y, z) das Werthsystem (rc^,, y^, jer^), welches wir als veränderlich auf- 
fassen — wodurch ?7 in ETq, ZT in CTq', Z7" in TJ^' übergeht, dagegen 

für w^ und die entsprechenden Ausdrücke für w;', w;", und bezeichnen 
die Constanten v — w, v — vo y v* —- w\ welche durch die drei Glei- 
chungen 

r-l 

V — W + ^ (^a — ^a) = 0, etc. 
a = 

V 

bestimmt sind^ durch %, }i!y K'y so erhalten wir: 

ff (tt . . Oo ~ ^ "' ^®' ^^' 

Hier bedeutet eine Function von (iCo>yoj^o)^ welche nie unendlich 
wird; die rationale Function i!'(^o;yo^^o) konnte also nur dann un- 
endlich werden, wenn <y(u, u, m")q verschwindet. Die drei Punkte, in 
denen dies geschieht, sind algebraisch bestimmt, nämlich als die von 
(^1? J/i; ^i)X^2> 2/27/2)' (^3? ys» ^3) verschiedenen Nullpunkte «,y,', jsr/) 
(^2'? 2/2'; ^2) {^3> Vz) ^3) ^®^ Function Dq . Die beiden Systeme von je 
drei Punkten (a?A, y/,, jeta) und (a?*', yh, 0h) sind wechselseitig durch ein- 
ander bestimmt; das eine System kann daher ebensogut als unab- 
hängig aufgefasst werden. Demnach ist R{Xq, y^, 0q) eine rationale 
Function, die nur an drei Punkten von willkürlicher Lage unendlich 
werden kann. Eine solche Function existirt nicht ausser der Con- 
stanten; daher muss 



126 Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Yariabein. 

sein, wo c eine Constante bedeutet. Daraus geht nun hervor, dass 
der Quotient 

als abhängig von {Xq, y^y s^^ aufgefasst, an keiner Stelle Null oder 
unendlich wird. Da dieser Quotient nun symmetrisch in Bezug auf 
die vier Werthsysteme {xh, y*, Zh) ist, so folgt, dass dieser Quotient, 
auch als Function von u, u, u aufgefasst, für alle endlichen Werthe 
dieser Argumente einen endlichen, von Null verschiedenen Werth hat. 
Vermehrt man nun in dieser Function die Argumente um ein 
Periodensystem, so ändert sich dieselbe nur um einen constanten Factor. 
Aus beiden Eigenschaften zusammen folgt, dass dieser Quotient eine 
Exponentialgrosse sein muss, deren Exponent eine lineare Function 
von u, u, v!' ist. Hieraus aber ergiebt sich, dass das Grossensystem 
%, }i!y V ein Periodensystem sein muss. Wir erhalten also: 

Ä = 2t5', Ä' — 2'ar', r — 2^"; 

daher 

= c'e-^25üo4-25'£^o'+2V'ü'o"). 

Damit ist die Umkehrung beyriesen. Man sieht hier zugleich, dass 
man durch Hinzufügung eines Periodensystems zu einem beliebigen 
der 2r Orössensysteme {Vay v«',' v«"); (^«> ^a; w?«") bewirken kann, 
dass gradezu 

r—l r — 1 r— 1 

a=0 a = 0=0 

wird *, der Factor wird dann eine Constante. 

Aus diesem Satze folgt zunächst das AbeFsche Theorem. Be- 
zeichnen wir durch 

(^«, Va, ^«) (a = 0, 1 . . . r — 1) 
die Punkte, in denen eine rationale Function rten Grades von (a;, y, z) 
verschwindet, und durch 

{Xa'f tfa, ed) (a — 0, 1 ... r — 1) 
diejenigen, in denen sie unendlich wird, und bildet man das Product: 



r— 1 



a{ü(x^, z) - ü{x„, y„, z^) • • •), 



O FT ( <^i^ia?, y, z) - uj^x^, y„, zj »>.;, > 
"^ = IJL U{ü(x, y, z) - U{x^, y„\ z^) • • .)^f 

(unter ön verstehen wir irgend eine ungrade Function), so wird dieser 
Quotient genau au denselben Stellen und von derselben Ordnung NoU 
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und unendlich; wie die gegebene rationale Function 2i(rc, y, «?) selbst. 
Denn wir wissen, dass, wenn in der Function ö(UyU,u')n für die 
Argumente w, u\ u" die Differenzen 

U{x, y, z) - U{x\ y\ b), U' {x, y\ z) - U\x\ y\ z), 

W (X, y, z) - U'' {X, y\ z) 

eingesetzt werden, c^« in eine Function von (Xy y, z) übergeht, die nur 
im Punkte (oiy y, z) und dem festen Punktepaare (n) verschwindet. — 

Demnach ist 

Q = <i>B(x,y,z), 

wo einen Factor bedeutet, der nirgends verschwindet, noch unend- 
lich wird. Wenden wir nun den oben bewiesenen Satz an, so er- 
halten wir: 



(60) 



{ ü{x„yya, Za) - U (Xa\ yay Za) | = 2'Sr, 



/ r— 1 

a = ' 

r— 1 

a=0 



r— 1 



( U\Xay ya, Za) - ü\Xa\ ya\ Za) ] = 2^"; 



also den Aberschen Satz über die Integrale erster Gattung. In diesem 
liegt der Grund, weswegen die Ausdrücke der <y- Quotienten, welche 
wir aufgestellt haben, unabhängig sind von der Lage der Linie H = 0, 
von der doch die unteren Grenzen der Integrale abhängen, durch welche 
die Argumente ausgedrückt sind. Denn wenden wir den Aberschen 
Satz auf die rationale Function 

ü = AH + BH+ClS 

H' A'H + B'B+ C'ff 

an, welche in den vier Punkten (a*, 6*, c*) (Ä = 0, 1, 2, 3) gleich Null, 
in vier andern: (a*', 6*', Ch) unendlich gross wird, so erkennen wir, 
dass sich die Integral - Summen : 

3 8 

^[u(a,,h,CH)] = yj(r,), 

2\ü\a,,h,c,)\ =2(F0, 

entweder gar nicht, oder nur um ein Periodensystem ändeirn, wenn die 
vier von den Doppelpunkten verschiedenen Nullpunkte der Function 

H durch die einer andern linearen Function von Jff, fi", H ersetzt 
werden. Daher können auch die Argumente auf diese Weise sich nur 
um Perioden ändern. 
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Lassen wir speciell die linearen Ausdrücke H, H' mit zweien der 
28 Functionen JB«, jBf^ — also zwei Doppeltangenten im Gebilde M=0 
— zusammenfallen, so fallen die Punkte (a«, hjCh) paarweise zusammen, 
und ebenso die vier Punkte {an, 6*', o/)« Wir bekommen also dann: 

1 

2 V( Uian, h, c) - Uian, b,\ c*')) = 2tar, 
oder: 

und die entsprechenden Gleichungen gelten für die andern Normal- 
Integrale IT und U". 

Denken wir uns für den Augenblick die Integrale als Functionen 

von H, H, n, und bezeichnen durch a«, a«', a«" die drei Normal- 
Integrale , ausgedehnt von einem festen Punkte bis zu einem Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente fl« = 0; durch 6», 6«', bn' die- 
jenige, welche von demselben festen Punkte bis zum andern Berührungs- 
punkte erstreckt sind ; .dann folgt hieraus, dass durch die Summen je 
zweier bestimmter Integrale 

(an — dm) + Q>n — 6m), 

(a«'-a;) + (6n'-6;), 

(a„" — aZ) + (6n" — 6m); 
deren untere Grenzen die' beiden Berührungspunkte der Tangente 
Hm = 0, und deren obere Grenzen die Berührungspunkte der Tan- 
gente jET» «s sind, ein halbes Periodensystem dargestellt wird. Dieses 
halbe Periodensystem können wir auf fplgende Weise naher bestimmen. 
Wir bilden den Quotienten: 

Q ^{^ - ^m" ')k^(P -K" ')k^{^ " ')n 

Tz soll irgend einen ungraden Index bedeuten. Von diesem Quotienten 
ist leicht zu sehen, dass der Zähler an denselben Stellen verschwindet; 
wie der Nenner. Denn es wird der erste Factor nur Null in dem 
einen Berührungspunkt der Tangente Hm'^^O, nur unendlich in dem 
einen Berührungspunkt der Doppeltangente Hn = 0; der zweite Factor 
wird Null in dem andern Berührungspunkt der Tangente H^ »= 0, 
unendlich in dem andern Berührungspunkt der Tangente ü» «= 0. In 
denselben Punkten, in welchen die beiden ersten Factoren verschwinden, 
wird der dritte unendlich; und umgekehrt verschwindet der dritte 
Factor in den beiden Unendlichkeitspunkten der beiden ersten. Q ist 
also eine Function von x^ y, 0, die nirgends Null und nirgends unend- 
lich wird. Wir können jetzt 6{U - • •)» ersetzen durch das Product 
von tf (CT — CO"»» •••),„ mit einem Exponentialfactor; dadurch erhält man 
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WO eine Function bedeutet, die weder Null, noch unendlich wird. 
Nach dem Satze, welchen wir vorhin bewiesen haben, muss nun: 



(61) 



mn 



«n — Ow + &n — &m = ß) + 2t3r, 

an — «w + 6»' — 6m = ö ' + 2^', 

Un'- a^'+ K"- bZ= cj""'+ 2t3r" 
sein. Dadurch ist jetzt der Index, der zu dem halben Periodensystem 
toT, 'ear', '©" gehört, bestimmt. 

Will man jetzt in der Darstellung des Quotienten 

(59) ' ; „7 = c.9^ 

auch den constanten Factor C bestimmen, so wähle man einen Index r 
so, dass die zusammengesetzten mr und nr grade werden — was, wie 
schon in § 20 geze^t worden ist, jedenfalls möglich ist — und zer- 
lege r in zwei ungrade Indices fc, ?. Man kann dann die vier Func- 
tionen pmy Qmy ^w» ^m } dl© zur Bildung von Dm verwendet werden, so 
wählen, dass pm und qm, den Factor l/Hkj Tm und s„, den Factor 
YHi enthalten, dass also 



Tm == Äim ySiy Sm = Bim V Sl 

ist, wo Ahm und Bkm Wurzelfunctionen zweiter Ordnung mit dem 
Index hm, Aim und Bim solche mit dem Index Im sind. In der Wahl 
dieser vier Functionen hat man noch eine gewisse Freiheit, da jede lineare 
Function von Aj^m und Bj^m wieder eine Function derselben Art ist. 
Ebenso können wir, da auch nM grade ist, setzen: 

Pn=^*»/^, q^=BknVHky 
Tn = Ain /Slf Sn = Bin V^l- 

Die acht Grössen A, B denken wir uns irgendwie bestimmt, so dass 

jetzt jP- ein bestimmter Ausdruck wird. Nun setzen wir in der Formel 

(59) für die oberen Grenzen der Integrale Üq, U^, CT^, ü^ bestimmte 
Punkte des Gebildes Jlf= 0; wir setzen nämlich fest, dass die Punkte 
(^o; ^o; ^o) '^^d (a?i, y^ ,^,) den beiden Berührungspunkten der Tangente 
Hi = 0, und {x2, t/2» ^2)? (^3> Vsf ^3) den beiden Berührungspunkten 
der Tangente jS^ = entsprechen sollen. Dann geht ü^ + ?7, in 
0/ -f- &f» ^j + ^3 iu ük + bk über. Ausserdem ist aber nach dem 
AbeVschen Satze: F« + F^ + Fj + F3 = 2a, + 2&, + 2t5'. Es 
st daher 

ScHOTTXY, Abel'sobe Funct. 9 



130 Abriss einer Theorie der Aberschen Functionen dreier Variabein. 






Ä=0 



Das Entsprechende gilt für die andern Argumente w', m". Wir er- 
kennen daher, dass bei den Voraussetzungen, welche wir gemacht 
haben, die Argumente u, u , Mi' in ein halbes Periodensystem mit dem 
Index 'kl übergehen: 



u 



// 



kl 



ö "+2^5-". 





Der Quotient — geht daher über in: 



+ 



eine Grösse, die leicht durch die Moduln ausgedrückt werden kann. 
Auf der rechten Seite der Gleichung (59) haben wir nun 

zu setzen. Dadurch werden die Grössen r\, s^, r^, s^, i>^, g^, i>^, 
g^ gleich Null; die Determinante D^ geht demnach über in 



/Ol 01\/23 23\ 



D» = 






m 
1 







2 








8 

r 
m 

r» 



«n 



m 



In derselben Weise zerfällt die andere Determinante Z)„; indem wir 
den gemeinsamen Factor beider 

fortlassen, erhalten wir demnach: 

^ B^ - 






aO TdI __ dO -il 

'^kn'^kn *^kn kn 



B* A^ 



1« T>3 T>2 ^3 



In dem ersten Factor genügen die vorkommenden Grössen SP und ff 
den Gleichungen H/^ = und Hi^ = 0, in dem zweiten die Grössen 
H^ und H^ den Gleichungen H^^ = und H^^ = 0. Die Ausdrücke 
lassen sich reduciren durch Anwendung der in § 9 aufgestellten Re- 
lationen unter den Wurzelgrössen. Auf diese Weise gelangt man 

JDm 



schliesslich dazu. 



Dn 



durch die Parameter allein darzustellen. Der 



üoefficient C ist dann gegeben durch die Gleichung: 
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c = + 



V, Jn m 

Die Unbestimmtheit des Vorzeichens rührt nur daher, dass der 
Quotient -^ sein Zeichen wechselt, wenn die Argumente um ein Perioden- 
System vermehrt werden. Bei der Darstellung eines Products 



^m ^m 






in welchen die Indices m^ w, m\ n der Bedingung mn ==> mn ge- 
nügen, fallt diese Unbestimmtheit fort. Jede AbeFsche Function lässt 
sich daher auf diese Weise vollständig, auch mit Einschluss des Zeichens, 
bestimmen. 

Genauer geht auf die Aufgabe der Constauten- Bestimmung Herr 
Weber in seiner Theorie der AbeVschen Functionen vom Geschlechte 3 
ein, aus welcher diese Methode entlehnt ist. 

§ 24. 
Wir erhielten die Function 0m dargestellt in dieser Form 
(62) Wö^ «= CmDm, 

wo ^ ein allen 64 Functionen gemeinsamer Factor ist. Wir wissen 

a 

ferner, dass die Ausdrücke der Quotienten — unabhängig sind von der 



n 



Lage der Linie H = 0. Wir können deshalb — indem wir W noth- 
wendigen Falles noch mit einem con stauten Factor multipliciren — 
annehmen, dass auch Cm von den Grössensystemen {Gq, 6q, Cq) etc. 
unabhängig ist. 

Das Product Wöm ist demnach als Function von (a?Q, t/o, 0q) (oder 
der entsprechenden Grössen (H^y J3q, SJ,)) zunächst definirt als eine 
Wurzelfunction dritter Ordnung mit dem Index m, welche an den drei 
übrigen Punkten {x^, yn, ^h) verschwindet. 

Diese Bedingung definirt die Function bis auf einen von (x^j t/^, z^ 
unabhängigen Factor. Dieser Factor wird näher bestimmt durch die 
weitere Forderung, dass Wöm eine alternirende Function der vier 
Werthsysteme sein soll. 

Ausdrücke von ganz anderer Form erhält man, wenn man die 
Wurzelfunctionen dritter Ordnung durch Functionen von a;, y, ;? er- 
setzt. Wir haben hier zunächst die Fälle zu unterscheiden, in denen 
m ungrade ist, von denen wo m grade ist; für diejenigen, in denen 
m ungrade ist, sind wiederum die Fälle zu sondern, wo m eingliedrig 
ist, w = X, von denen wo m zweigliedrig ist, m = xA; endlich sind 
für grade Indices die beiden Fälle w = und m = xA/ü zu unter- 
scheiden. 

9* 
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I. Es sei m = X. 

Dann stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf, durch welche wir 
Wöx ausdrücken können: 



}/H,H, J/H,H, J/XH, VH^xVH'^VHx^, 

Dass diese linear unabhängig sind, erkennt man auf folgende Weise. 
Es ist 

daher: 



j/HxxySfij/Hxf^=^ j/HxFxfiGxX' 
Wenn zwischen den vier aufgestellten Functionen eine lineare Glei- 
chung bestände, so müsste demnach eine solche auch bestehen zwischen 

H, Hj H, FxfiGxi» 

Das ist aber unmöglich; denn H^ H, JB sind linear unabhängig, und 
die letzte Function hat im Punkte x einen von Null verschiedenen 
Werth, während die drei andern in diesem Punkte verschwinden. 

Nach Absonderung des Factors j/Hx geht also jede der auf- 
gestellten vier Grössen über in eine homogene Function dritter Ord- 
nung von Xf y, ^,.die in allen sechs von x verschiedenen Punkten der 
Reihe 1 , 2 • • • 7 verschwindet. Nun muss W0x j als Function von 
(^0) Voi ^o) aufgefasst, ausserdem der Bedingung genügen, dass sie 
verschwindet an den drei Stellen {Xh, ^a, js^ä) (Ä = 1, 2, 3); es ist 
demnach 

WO P{xQy yo> ^o) ®^^® homogene Function dritter Ordnung von (Xq, y^^ z^^ 
bedeutet, die an den drei Stellen {Xkj yn, ^Ä)>und den sechs von (a«, 6^, Cx) 
verschiedenen Stellen (a«, 6«, c«) verschwindet. 

Hierdurch ist F{Xq, t/o? ^o) ebenfalls bis auf einen von (a?Q, t/^, z^^) 
unabhängigen Factor definirt. Wir können nun eine Function dritter 
Ordnung, die diesen neun Bedingungen genügt, in der Form einer 
Determinante aufstellen. Die erste Horizontalreihe derselben möge ge- 
bildet sein durch die Grössen: 

^o^ V2/) V^> ^oyo^-"V? 

die darauf folgenden dadurch, dass wir ^Kq, y^, 0q der Reihe nach er- 
setzen durch a?| , t/i, 0^ ; ^2? 2/2? ^2? ^3? 2^3? ^3 ^^^ ^^® sechs von (ax^bx, Cx) 
verschiedenen Werthsystenae (a«, J«, c«); und zwar mögen diese in der 
Weise auf einander folgen, wie die Indices: «, ß, y, d\ A, fi. Diese 
Determinante ist eine alternirende Function aller zehn in ihr vor- 
kommenden Grössensysteme. Um aus ihr einen in Bezug auf die von 
X verschiedenen primitiven Indices a, /3, y, d, A, |ü symmetrischen Aus- 
druck zu erhalten, multipliciren wir sie mit dem alternirenden Vorzeichen : 
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und bezeichnen das Product durch Px- 
Wir erhalten jetzt: 

wo C einen von {Xq, y^, b^ unabhängigen Factor bedeutet. Wir 
setzen nun: 

Dann ist 

Hier muss der Factor r^ nicht allein von {xq, y^, 0q), sondern auch, 
da WOx eine alternirende Function der vier Werthsysteme sein soll, 
und Px eine solche ist, von den übrigen Werthsystemen unabhängig, 
(1. h. eine durch die Parameter ausdrückbare Constante sein. 

Die Verhältnisse dieser sieben Constanten r« (auf die es allein 
ankommt, da wir nur die Quotienten der a bestimmen • wollen), lassen 
sich durch folgende Methode angeben. Es ist klar, dass sich. jede 
homogene Function dritter Ordnung von (Xq, y^, z^), die an den drei 
Punkten (Xk, yhy ^a) (ä=1,2,3) verschwindet, durch ein lineares 
^ggr^gat der sieben Functionen P« darstellen lassen muss: 

7 

F (^0 > 2/o; ^o) = ^ (^« -P«) • 

a = l 

Um die Coefficienten zu bestimmen, setzen wir (^Cq, yo?^o) = C^»« » ^* > ^x)- 
Dann verschwinden alle sieben Functionen P« mit Ausnahme von Px ; 

den Werth, den Px im Punkte x annimmt, wollen wir durch P^ be- 
zeichnen. Es ist also 

i^(ax,&x,.Cx) = APx^ 

Nun ist Px = sDf wo € das vorhin gegebene Vorzeichen, und D eine 
Determinante bedeutet. Setzen wir in dieser Gleichung {Xq> y^^ z^ 
= (öx , fex , Cx), so erhalten vrir 

wo D eine alternirende Function sämmtlicher zehn Werthsysteme 
(^Ä, Vhj sih) (h = 1, 2, 3), (a«, bayCa) (a = 1, 2 • • • 7) bedeutet. Ver- 
tauschen wir in dieser Gleichung x mit a, so ändert die Determinante 

B ihr Vorzeichen; wir erhalten also 

P"^ sD, 

WO 

ist. Nun ist 



^0 Vo ^0 




^0 Vo ^0 




^0 ^0 ^0 


^1 y\ ^1 




^2 ^2 ^2 




^8 ys ^3 


«x 6x Cx 




ax bx cx 




ö^/* Ofn Cfi 
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es ist also — «' = «, und daher: 

X a 

Hieraus sehen wir, dass der Werth des Ausdrucks P* = «/> von dem 

Index X unabhängig ist. Wir bezeichnen diese Grösse durch P. Wir 
erhalten demnach die Identität: 

7 
PF{^Oyyo> ^o) = 2{F{<^a, ba, Ca) P« } . 

Diesen Satz wenden wir an auf eine bestimmte; in den gegebenen 
Punkten verschwindende Function dritter Ordnung, nämlich auf das 
Determinanten-Product 



^(^o,yo;^o) 



Hier ist 

F (ax, 6x, Cx) — 0, P {ax, bx, cx) = 0, P (a^, 6^, c^) = 0; 
dagegen 

wenn « von x, A, f* verschieden ist. Wir setzen der Kürze wegen: 
Dann besteht also die Identität: 

Wir denken uns nun die drei Werthsysteme {xh, yh, ^ä) (ä = 1,2,3) 
so beschränkt; dass die Gleichung 

P = 
erfüllt wird. Das Verschwinden des Ausdrucks P — oder, was das- 
selbe ist, der Determinante D — sagt aus, dass es möglich ist, eine 
Function dritter Ordnung dreier Grössen x, y, z zu bilden, die an den 
Stellen (o?*, yn, Zh) (Ä == 1, 2, 3) und den sieben Stellen (a«, 6a, 
(a = 1, 2 • • • 7) verschwindet. Es lassen sich nun alle Functionen 
dritter Ordnung, die an den Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, linear 

durch H{x, y, z), H (x, y, z), H (x, y, e) ausdrücken. Die aufgestellte 
Bedingung ist daher gleichbedeutend mit folgender: Es muss ein 
linearer Ausdruck 

existiren, der an den Punkten (a;^, y\j z^), (x^, y^, z^, {x^^ y^, z^) ver- 
schwindet. Werden die drei Werthsysteme in dieser Weise beschrankt, 
so gilt die Gleichung: 



. i 
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Nun lassen wir in den Ausdrücken der Argumente 

3 

= ^ \ ü {Xkj yk, Zh) — U {ah, hh, Ck)\ , etc. 






(a:,, y^,z;) mit (a^, h[, q), {x^, y^, z^) mit {a^, \j Cj), {x^y yg, ^3) mit 
(^3 j ^3 9 ^3) zusammenfallen. Dann ist die geforderte Bedingung erfüllt. 
Es geht aber hierdurch <y(w,w',w")x über in (?( C/'(a;o, yo?^o) "" ^(^0^ *o j<^o)"Ox; 
daher wird 



wo |) einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. Da 
gleichzeitig 

ist^ so ergiebt sich demnach: 

-p _ ^ >/-ff (ao»^ü,Co)x 



^nP j/H (a, , fc, , ci), /H (o,, &„ Ct)il/H («3, 2^3, C3), 
Wir erhalten also die Relation: 



aTß^yd 



\ ^(1) J?(2) ^(3) 7/5-Ö ) 



welche allemal dann gilt; wenn die mit 0, 1^ 2, 3 bezeichneten Punkte 
zusammenfallen mit den von den Doppelpunkten verschiedenen Null- 
punkten einer Function H = ^J3'+ BH -j- CS. Wir ersetzen jetzt 
die lineare Function F durch Wurzelgrössen: 



^3 ^ VbIvWiV^, ^ 



"^ VW 



Dann geht die gefundene Gleichung über in folgende: 

Diese muss stets dann gelten, wenn die mit 0, 1, 2, 3 bezeichneten 
Punkte der Curve M = auf einer Graden liegen. Wir lassen nun 
die Grade, auf der diese Punkte liegen, mit einer Doppeltangente 
Hd = zusammenfallen. Dann fallen auch die Punkte 0, 1, 2, 3 
paarweise zusammen; und zwar mögen die Punkte und 2 mit dem 
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einen; 1 und 3 mit dem andern Berührungspunkt zusammenfallen. 
Dadurch ergiebt sich: 

Diese Gleichung gilt stets, wenn unter 0, 1 die beiden Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente Ha = verstanden werden. Wir setzen 
jetzt d = d. Dann ist 

die Gleichung reducirt sich demnach auf folgende: 

Nun ist aber allgemein (nach der ersten Formel des in § 9 auf- 
gestellten Systems): 



+ (_ 1)«/^ I Ya^, /Hs ySn = 0; 
folglich, da flif» = 0, 

VniVmx : VjS'/Efi = (- iy\<^faöx : (- iy^^f(i6x. 
Ebenso ist: 

VmVH^i : Vs^VEfi = (- 1/ 1 « fai, : (- 1)» i y fyu- 
Daher können wir die zuletzt entwickelte Gleichung folgendermassen 



schreiben : 



oder: 









0; 



und diese muss gelten, wenn der Punkt 1 irgend einen der beiden 
Berührungspunkte der Tangente H^ = bedeutet. Wir wissen aber 
aus dem in § 9 aufgestellten Gleichungssystem, dass zwischen den Grossen 

vm.Vsr,, vh^^vhJI, VHf.yj^, 

ganz unabhäugig von der Lage des Punktes 1 , die Relation besteht: 

2 j(- l)/*y I «^„/-„^ ^fij; /S^ j = 0. 

Nun muss diese Relation mit der vorigen identisch sein. Denn sonst 
würden wir den Quotienten 
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ausdrücken können durch die Coefficienten beider tileicbungen ; wir 
würden also denselben Werth erhalten, gleichviel, ob wir die Coordi- 
naten des einen oder des andern Berührungspunktes einsetzen. Nun 
ist aber 



daher: 

~ fßdxffidfi Hl 

H. 
ist. Es würde also der Quotient tt denselben Werth in dem einen, 

wie in dem andern Berührungspunkte haben. Dasselbe würde gelten 
ji 

von ö^. Dies aber würde heissen, dass die beiden Berührungspunkte 

zusammenfallen. Da dies unmöglich ist, so können die beiden Glei- 
chungen nicht verschieden sein. Es müssen daher die Coefficienten 
übereinstimmen; d. h. es muss allgemein 

*sein. Wir können daher setzen: 

1 
rx = — • 

Somit ergiebt sich jetzt, mit vollständiger Constanten-Bestimmung: 

(63) ^««^irl^^i-^"- 

IL Es sei jetzt m = hX. 

Für diesen Fall wird die Darstellung von Wo^ eine ähnliche; nur 
tritt hier anstatt Px eine Function vierter Ordnung Qy,i auf. Wir 
stellen das System der Wurzelfunctionen dritter Ordnung mit dem 
Index xA auf: 

/H^xH, j/H7iH, ]/m7xS\ yw^ymyw^. 

Diese multipliciren wir mit y^j/Hxi/Hx, Dann wird 

— Fl — °°'^'"' — n — B^-F.f'^x', 

durch die Multiplication entsteht also folgendes System: 

FxxS, FxxS, FxxBj FxfiHx- 
Hieraus erkennt man zunächst, dass die aufgestellten vier Grössen 
wirklich linear unabhängig sind, also zur Darteilung von WCxx ver- 
wandt werden können. Denn zwischen fl*, ff, ff besteht offenbar 
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keine lineare Gleichung; wäre aber FxfiHx durch die Grössen F^iH 
etc. ausdrückbar, so wäre FxfiHx^= i^xJiH, wo H eine homogene Func- 
tion dritter Ordnuug bedeutet. Diese Gleichung müsste eine Identität 
sein, weil sie nur von der vierten Ordnung; die Gleichung zwischen 
Xy y, z aber von der sechsten Ordnung ist. Es müsste also Hx identisch 
durch F^x theilbar sein; was nicht der Fall ist. 

Alle vier zuletzt aufgestellten Functionen: F^xS etc. sind nun 
von der vierten Ordnung und haben die Eigenschaft gemein, dass sie 
an allen Stellen 1, 2 • • • 7 verschwinden, an den Stellen ac, X aber von 
der zweiten Ordnung. Dies tiberträgt sich sofort auf das lineare 
Aggregat, durch welches We^tx dargestellt werden kann. Es muss 

VW 

sein, wo ö(^o?yo7^ü) ^^^^ homogene Function vierter Ordnung von 
(Xq, t/o, 0q) bedeutet, die an den Stellen 1, 2 • • • 7 verschwindet, und 
zwar an den Stellen x, A von der zweiten Ordnung. Ausserdem muss 
diese Function verschwinden, wenn {x^, y^, z^ = {xh, yn, ^ä) (ä = 1,2,3) 
gesetzt wird. Diesen Bedingungen können wir folgende Form geben: 

Q{xH,yHyZk) = (A=l,2,3); 

Q {aa, ha, Ca) = (« ^ X, A), 

endlich 

für X = «jr; y = 6x, ^ = Cge und für x = ax, y = bxj ^ = cx^ 
Dies sind 14 lineare homogene Gleichungen zwischen den 15 Coeffi- 
cienten der Function QCx^y^z), Dieselbe ist daher durch diese Be- 
dingungen bis auf einen von {Xq, y^^ Zq) unabhängigen Factor bestimmt. 

Wir stellen diese Function wieder durch eine Determinante dar. 
Die erste Horizontalreihe sei: 

V? Vyo» ^o^^o; ^o^2/o^ ^0^2/0^0 • • • V- 

Die darauf folgenden acht Reihen sollen dadurch entstehen, dass man 
in der ersten {Xq, y^y Zq) ersetzt der Reihe nach durch 

(^1» Vi > ^i), {^29 y^y ^2)7 (^3? 2/37 ^3)» (««» 6«, Ca), {aß, hß, Cß)j 

die nächsten sechs dadurch, dass man die Glieder der ersten Reihe 
nach x^y y^, Zq differenzirt, und dann (Xq, y^jZ^ erstens durch (a«, 6«, c,), 
zweitens durch {ax, ix, Cx) ersetzt. Die letzte Reihe ist demnach: 

. 0, 0, ax^, 0, ax^bx • • • 4^2^ 

Diese Determinante ist eine alternirende Function der neun Werth- 
systeme: 

(^ä; tfh, 0h) (A «= 0, 1,2, 3), (a«, fc«, Ca) (a von x, A verschieden), 
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uud in Bezug auf jedes derselben von der vierten Ordnung; ferner 
ist sie eine altemirende Function der beiden Grossensysteme (a», hx, c^) 
und {axy bi, ci)y und in Bezug auf jedes von der neunten Ordnung. 
Um aus ihr eine Grösse zu erhalten, welche in Bezug auf die Indices 
a, ßy y, d, ^ einerseits und x, X andrerseits symmetrisch ist, multipliciren 
wir sie mit dem Vorzeichen: 

Das Product können wir dann bezeichnen durch Q^i* — Nun ist Qtti 
eine altemirende Function der vier Werthsysteme {x^^ y^ ^ä)5 ^ <5xx 
soll dieselbe Eigenschaft haben; daraus folgt; dass wir setzen müssen: 

(64) ^,. -,.,^ {p^} «.„ 

wo der Factor rnx sowohl von (x^yyQj ^q), als den übrigen Veränder- 
lichen unabhängig, also eine durch die Parameter ausdrückbare Gon- 
stante sein muss. 

Aus der Form, in der wir die 28 ungraden <y- Functionen darge- 
stellt haben ; geht die Existenz der zwischen ihnen bestehenden Re- 
lationen hervor. Ein Theil derselben geht sogar über in identische 
Determinanten-Relationen, gültig für unbeschränkte Werthe der Grössen 
(^A; Vh} ^h)y und von ähnlicher Natur, wie die Relationen zwischen den 
Determinanten -Ausdrücken F^i, GxX) Sx, zu denen wir durch die 
Betrachtung der Beziehungen zwischen den speciellen ^-Functionen 
gelangt sind. 

Nehmen wir diejenige Relation unter den ungraden a, von der 
wir am Anfang ausgegangen sind: 

S U-iyy^^-fyS.föi,.fßrxOa<fan\--0, 

SO verwandelt sich diese^ durch Einsetzung der gefundenen Ausdrücke 
für die <y, in 

(65) S H-iyy^^-Qa.fYÖ^feß.fßy.PaQa.l^O, 

wo Qax für raTxTax gcsctzt wordcu ist. 

Wir behaupten nun zunächst, dass diese Gleichung eine Identität 
ist. Nehmen wir an, dass zwar {x^, t/, , z^), {X2, y^y ^2)» (^3» Vzy ^3) ^^^ 
Gleichung i «= geuügen, x^jy^^z^ aber unabhängige Grössen sind, 
und bezeichnen unter dieser Voraussetzung die linke Seite der Gleichung 
(65) durch M {Xq^ y^, jeTq), so muss 

sein, weil M stets verschwindet, wenn das Werthsystem {scQ^y^^ZQ) 
der Gleichung i = genügend angenommen wird. F (Xf^, j/q, Zq) muss 
eine lineare Function sein, da P« von der dritten, Qax von der vierten, 
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L aber von der sechsten Dimension ist. Nun verschwindet zwar 
L (^o; J/o? ^o) an den Stellen [x^, y^ , g^), {x^, y^, 0^), {x^, y^, ^3); aber, 
da dies keine Doppelpunkte der Gleichung sind^ nur von der ersten 
Ordnung, während M (Xq, y^, 0q) an diesen Stellen von der zweiten 
Ordnung verschwindet. Es müsste demnach die lineare Function 
F(Xq, y^y 2q) ebenfalls an den drei Stellen verschwinden. Dies ist 
nur dadurch möglich, dass F — und somit auch M — identisch ver- 
schwindet. 

Hierauf gestützt, können wir jetzt dieselbe Folgerung machen, 

indem wir (xq, yo; ^0) ^^^ (^i> ^i? ^1) *^^ unabhängige Grössen an- 
sehen; und indem man dies fortsetzt, erkennt man, dass die Gleichang 
(65) gilt, wenn die Grössen {Xh, yny ^a), ebenso wie die Panimeter 
(aa, baj Ca)j als unabhängige Grössen angesehen werden. 

Femer lässt sich leicht zeigen: Die Verhältnisse der Grössen Qax) 
9 {ix 7 Pyx9 Qdx enthalten die Parameter ai, hx, ci\ a^, 6^, c^ nicht. 
Denn nehmen wir das Entgegengesetzte an, und vertauschen (a^, 6a, Ci) 
der Reihe nach mit (x^^ y^, z^ (x^, t/,, z{} {x^, y,, z^. Die Determinanten- 
Ausdrucke Pa und Qax vertauschen dadurch nur ihr Zeichen. Dann 
bekämen wir vier, und mit der ursprünglichen, fünf homogene lineare 

Gleichungen zwischen den Producten P«§a« 7 ^ßQßxy PyQyx^ PdQi*} 
die offenbar unabhängig von einander sein müssten. Dies ist un- 
möglich. Es kann daher der Quotient — nicht die Grössen (ai, bx, Cx) 

enthalten. Dies gilt natürlich für alle vier Indices A, die von a, ß 
und X verschieden sind. Eine nähere Untersuchung der Gleichung 
zeigt nun, dass dieser Quotient auch von (a^, &„, Ca), {a(iy 6^^, 9), 
{flx, 6x» Cn) nicht abhängen kann. Denn schreiben wir die Gleichung 
in dieser Form: 

(- ^y^^' — fr^xfötixffiynPaQa. 

P/*x /J,y,cf ^ 1 

so ist in Bezug auf a„, 6«, Ca auf der rechten Seite jedes Glied eine 
homogene ganze Function von der Dimension 9. Es ist daher 



eine ganze homogene Function neunter Dimension von a«, ba, Ca- 
Diese muss, da die Determinanten P« und Qax keine Theiler besitzen, 
die selbst ganze Functionen von a«, 6«, c« wären, durch P« und Qat 
theilbar sein ; und zwar so, dass der Quotient wieder eine ganze Func- 
tion ist. Nun ist P« von ««, ba, Ca unabhängig, Qa» dagegen von 

der Dimension 9. Daraus folgt, dass -^ eine ganze Function Oter 
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Dimension von a„; &«, Ca ist. Das heisst: — - enthält a«, ft«, Ca gar 
nicht; ebensowenig natürlich a^i, 6^, Cß, 

Es könnte hiernach —— höchstens von («x , &x > Cx) abhängen. Aber 

9 (ix 

auch dies ist unmöglich : denn man kann -^ zerlegen in -^ , und 
-^- Von beiden Factoren ist durch das Vorhergehende gezeigt, dass 

sie von «x, 6x? ^x unabhängig sind; folglich gilt dassselbe von -^ • 

Nun enthält die Gleichung, durch virelche dieser Quotient völlig be- 
stimmt sein muss, ausser den Veränderlichen und den Parametern noch 
die alternirenden Vorzeichen. Aber auch diese fallen fort, sobald man 
anstatt der Grössen P«, Qax etc. und der Grössen frix, fdßx etc. die 

reinen Determinanten- Ausdrücke einführt. Es muss daher ^^ einen 
rein numerischen Werth haben. Hieraus folgt offenbar, dass -^==-^ 

9ßx (fax 

sein muss. Nun kann -^ nicht gleich — 1 sein; denn dann würde 

man erhalten: Qax = — Q^xy Qax «= — (>yx, Qßx = — Qy*) ""^ ^i^s 
würde einen Widerspruch einschliessen. Daher muss q^x^^^Q^x sein; 
d. h. es müssen alle 21 Grössen Qxi denselben Werth haben. Nun ist 



x'='rxrxrx3L = c\ Tx 

daher erhalten wir : 

c 

TxX = » 



(66, '^'•'-^ Ulvwfvwr 

WO jetzt c für alle 21 Functionen 6xx denselben Factor bedeutet. Zu- 
gleich erkennen wir, dass zwischen den Determinanten- Ausdrücken P 
und Q die folgende identische Relation besteht: 

's U-iyy'^^-fySxUßxfßyxPaQaxl'-O, 

III. Es sei m = xkfi. 

Für die graden <?- Functionen lassen sich Ausdrücke von genau 
analoger Form nicht aufstellen. Es tritt hier ein ähnliches Verhalten 
ein, wie in der Theorie der AbeFschen Functionen von zwei Argu- 
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^^l 



mentcD, wo die Quotienten — ebenfalls in ganz anderer Form dar- 



gestellt werden, wie die Grössen _* (unter a^ verstehen wir dort die 

Function 0(w, u\ f*"**, i/"»*), oder eine Function, die sich von dieser 
nur um einen willkürlich anzunehmenden constanten Factor unter- 
scheidet). 

Für m = xAft stellen wir folgende Wurzelfunctionen auf: 



yEnj/H^x/K^, j/Hxj/Hx^yHi,, yH.yH.^yn.x, 



yH.yHxyH^. 

Diese multipliciren wir sämmtlich mit dem Factor: 

yB,yH,yw^ 



B 



Da das Product dieses Factors mit yHnyHnxyB.nfi gleich F^xF^ii 
ist, so bekommen wir dadurch folgendes System: 

TT TT TT 
TP TP TP TP TP TP * * ^ 

■txX-txf^y J?X(lJ^XX} J^fixJOfj^Xy ^g , 

von dem leicht einzusehen ist, dass die einzelnen Grössen unter einander 
linear unabhängig sind. Denn zwischen den ersten drei Gliedern, 
welche quadratische Functionen von x, y, z sind, die in den Punkten 
X, A, ft verschwinden, besteht offenbar keine Relation. Der letzten 
aber können wir, da 

HxHiGxi = RFjtx 

ist, die Form geben: 

Wäre diese durch die drei früheren ausdrückbar, so müsste eine Glei- 
chung bestehen von der Form: 

wo G eine homogene quadratische Function bedeutet. Diese Gleichung 
müsste, da sie nur von der vierten Ordnung ist, eine Identität sein. 
Es müsste also H^ durch Gxx theilbar sein, was nicht der Fall ist. 
Die Function Wo^Xfi muss deshalb darstellbar sein in dieser Form: 

wo G(xQ,yQ, 0q) eine quadratische Function bedeutet, die in den Punkten 
X, A, |ü verschwindet. Dieser Ausdruck für Wc^i^ muss ferner so be- 
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stimmt werden, dass er verschwindet, wenn (äTq, y^, g^) = (Xhy yk, Zh) 
(h = \j 2, 3) gesetzt wird. Zu diesem Zweck bilden wir eine sechs- 
gliedrige Determinante, deren erste Horizontalreihe durch die Grössen 

gebildet wird. Die darauf folgenden sollen aus dieser dadurch ent- 
stehen, dass man (^o;2/o>^o) ^^^ Reihe nach durch 

ersetzt. Diese Determinante multipliciren wir , um sie in Bezug auf 
die Indices x, A, ^ symmetrisch zu machen, mit dem Vorzeichen 

und bezeichnen das Product durch 

ö(0, 1, 2)x;i^. 

Unter G^(0, 1, 3)x;i^ soll dann diejenige Grösse verstanden werden, 
die aus (t(0, 1, 2)x2^ durch Vertauschung des Werthsystems (x^y y^-» ^2) 
mit (^3; ^3; ^3) entsteht, u. s. f. Es ist dann offenbar: 

(?(0, 1,2) = -(?(!, 0,2), 
ö(0, 0, 2) = 0, etc. 

Die Function Gix^y 2/o;^o) ^^ss dann auf die Form gebracht werden 
können : 

OK, y^y h) = «G^(0, 2, 3)x2^ + 60(0, 3, \\x^ + c(?(0, 1, 2)^2^, 

wo a, 6, c von (i^oj^o» ^0) unabhängige Coefficieuten bedeuten. Diese 
Coefficienten müssen so bestimmt, werden, dass der Ausdruck 

ctO jjO dtO 

Gip^o, y«, ^0) + c -^^^ 

verschwindet, wenn (a?o, y^, 0q) gleich einem der drei andern Werth- 
systeme gesetzt wird. Wir erhalten also: 

Andrerseits ist aber, da (t(0, 3, l)xi/i und (t(0, 1, 2)xji^ verschwinden, 
wenn (a?o, yo, 0q) = (rc,, y^, £f,) gesetzt wird: 

G^K; 2/n ^1) = «G^(^ 2, 3)xi^. 
Wir können also setzen: 

C=G(l,2,3)xa^, 

a = :— ^• 
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In derselben Weise ergiebt sich: 



2 



B 



liM^l 



B' 

Die Function, welche wir auf diese Weise erhalten, bezeichnen 
wir durch BxXfii 

'lt.i, = ^^ß G{\, 2, 3)«,^ - ^'|f -^ G(2, 3, QU, 

(67) { + ^-^t -^ G(Z, 0, 1),,, ^-''- G{0, 1, 2),,, 

in welcher Summe jedes Glied aus dem vorhergehenden durch cjklisehe 

Vertauschung der Werthsysteme (a?Q, ^o; ^o) * ' * (^3> ^3» ^3) ^^^ ^^^^ 
Aenderung des Zeichens hervorgeht. Die Grösse R bedeutet in dieser 
Formel die dritte Wurzel aus dem Product aller sieben Grössen Ea'. 

sie kann indess auch rational dargestellt werden. 

Da RxXfi oflFenbar eiue alternirende Function der vier Werth- 
systeme ist, so erhalten wir jetzt: 

(68) W<s»x . = c TT ( ^=-|L— =^ 1 B,iu , 

wo c einen von allen Werthsystemen unabhängigen Factor bedeutet. 
Dieser kann indess möglicher Weise noch von dem Index xAft ab- 
hängen. 

IV. m = 0. 

Hier gehen wir aus von dem System: 

j/mvsxj/Wi, VH.i/w^yWf.. vw^yw^ys;,, j/H7ij/w,yH;», 

oder : 

VEF,,, T/BF,^, l/EF^., /R ^"^'"^'" . 

Dass diese Grössen linear unabhängig sind, zeigt sich in derselben ein 
fachen Weise, wie früher. Es muss sich also jede Wurzelfunctioii 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen lassen: 
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Der Zähler dieses Quotienten ist eine homogene Function vierter Ord- 
nung, die an allen Doppelpunkten verschwindet, an der Stelle x aber 
von der zweiten Ordnung. Hier ist der Index k bevorzugt; wir können 
aber dieselbe Function in den drei Formen: 

also auch in der Form; 

darstellen, wo -4, B, C beliebige Coefficienten, und öj, G^j G^ homo- 
gene Functionen vierter Ordnung bedeuten, die sämmtlich an den sieben 
Doppelpunkten verschwinden. Wir können also als Nenner eine will- 
kürliche lineare Function der Grössen H, R, ^einführen, z. B. die, 
von der wir die unteren Grenzen der Integrale abhängig gemacht 
haben. Es ist dann klar, dass der Zähler ebenfalls in den vier Punkten 
(«Ä; ih^ Ch) (Ä = 0, 1, 2, 3} verschwinden muss. Denn es ist 

{AG, + BG^ + CG^)E. = H(?,; 

wird nun (rc, y, z) = («a, 6a, Cj) gesetzt, so wird H = 0, während Hx 
(wenn wir nicht eine besondere Wahl der Punkte (a^, 6a, Ca) annehmen) 
von Null verschieden ist. Daraus folgt, dass wir jede Wurzelfunction 
dritter Ordnung mit dem Index in dieser Form darstellen können: 

WO G eine homogene Function vierter Ordnung bedeutet, die in den 
sieben Doppelpunkten und den vier Punkten («a , 6a , Ca) (ä = 0, 1, 2, 3) 
verschwindet. Für die Function ^^^ tritt nun noch die Bedingung 

hinzu, dass sie an drei ferneren Stellen: (a?i;3/i,^i), (^^2» 2/2)^2)? (^a^J/s? ^3) 
verschwinden muss. Durch diese 14 völlig gleichartigen Bedingungen 
ist die Function bis auf einen von {x^j y^, z^ unabhängigen Factor 
definirt. Wir haben eine Function vierter Ordnung in Form einer 
Deierminantg zu bilden, deren 15 Horizontalreihen aus der Reihe 

dadurch hervorgehen, dass man für a?, y, ;8? die Grössen 

(^Ä , Vh. Zi) (h = 0, 1, 2, 3), («A; 6a, Ca) (ä = 0, 1, 2, 3), 

(«a; 6«, Ca) (« = 0, 1, • • • 7) 

setzt. Diese Determinante, die eine altemirende Function sämmtlicher 
15 Grössensysteme ist, denken wir uns noch mit einem altemirenden 
Vorzeichen behaftet; das Product ist dann unabhängig von den In- 
dices und kann durch Sq bezeichnet werden. Da Wöq eine alternirende 
Function sein soll, so haben wir zu setzen: 

SoHOTTKY, Abel*Bche Fnnct. 10 
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(68) W0, = cQ^i^^]s„ 

WO c eine Coustante bedeutet. Dies ist demnach der einzige Fall; in 
welchem wir die unteren Grenzen der Integrale in den Ausdruck von 
Wöm aufgenommen haben; und auch hier ist es aus der Bildung des 
Ausdrucks unmittelbar klar, dass eine Aenderung der unteren Grenzen 
auf die Function öq keinen Einfluss ausübt; wenn man nur die neuen 
unteren Grenzen so wählt, dass die entsprechenden Punkte der Curve 
Jlf CSS auf einer graden Linie liegen. 



\ 



Nachtrag. 



Ueber die iLyperelliptisGlLen Fnnctionen dreier Variabein. 

Den allgemeinen Entwicklungeif liegt die Annahme zu Grunde, 
das3 keine der graden 6 -Functionen zugleich mit den Argumenten 
verschwindet, dass also alle 36 Grössen Cq, CxXfi von Null verschieden 
sind. Der Vollständigkeit wegen möge nun der Fall untersucht werden, 
in welchem eine dieser 36 Constanten gleich Null ist. 

Ist Cxji^ == 0, so setzen wir kI^ = £, und bezeichnen durch 
1', 2', 3' • • • 7' die Indices x, A, p, ßv^y ?^^j ^^ß-» ^ß? ^^ irgend 
welcher Reihenfolge. Bedeutet dann a irgend eine Combination der 

neuen primitiven Indices, und setzen wir 0,a = 0^, so sind wieder 
durch 0Q, 0x'ji>' alle graden, durch 0x' und QnX' ^^ ungraden Theta- 
Functionen bezeichnet, und es wird 0^ = 0, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Derjenige Fall, in welchem eine der 35 
Grössen Cxifi den Werth Null hat, lässt sich daher durch eine Aende- 
rung des Systems der primitiven Indices immer zurückführen auf den, 
wo Co = ist. 

Wir nehmen deshalb an, dass c^ = 0, die übrigen 35 Grössen CxXfi 
dagegen von versqhieden sind. Im üebrigen bleiben offenbar die 
auf S. 23 und 25 aufgestellten Relationen unter den Theta-Functionen 
bestehen-, es ist also: 

7 

7 

(2) 2k- iy*"'"'''""'c*«".«c».«ö*«e'«] = 0- 

a=:0 

Die zuletzt aufgestellte Gleichung unterscheidet sich nur dann von 
der früheren, wenn der Index hl grade ist, also entweder ==0, oder 
= xAf(. Demnach erhalten wir die für diesen Fall charakteristischen 
Gleichungen, indem wir Z === Ä, oder Z = Äx^^u setzen: 

10* 
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(3) 2[(~ir'*''C0Li = o, 

■ 7 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass die drei Producte 

QxQxfiy QxQ/nxj QfiOxx 
und allgemeiner: 

(5) QkxOklfiy QkxQkfixf OkfiQkxX 

immer durch eine lineare homogene Gleichung verbunden sind; das- 
selbe gilt von den drei Producten 

(6) QkaßQkySf 9*/9yOjfca<r; QkyaQkßd' 

Wir wollen nun die Anfangsglieder der ungraden Functionen 0x, 
Qxf^ durch w«, wa^, das Anfangsglied der graden Function Qq, welches 
eine homogene quadratische Function der Argumente ist, durch Wq be- 
zeichnen. 

Aus (6) erhalten wir, indem wir dort k = d setzen, eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen: 

©aO^ytT; Q^Oy<'^} Öyöa^J- 

Dieselbe Gleichung muss bestehen zwischen den Anfangsgliedern dieser 
Function en : 

(^{iydUaf Cyad'l^fif Cafid^y^ 

Daher besteht eine lineare Gleichung zwischen den drei homogenen 
linearen Functionen der Argumente: w«, u^, Uy. Dies können wir so 
aussprechen : 

I. Die sieben graden Linien Wx=0 (x = 1, 2-- -7) gehen sämmt- 
lich durch einen Punkt. Diesen Punkt bezeichnen wir durch (0). 

Setzen wir ferner in dem System (5) Ä= d/it, so erhalten wir 
eine Gleichung zwischen 

QxdfißsXi OxdfiQdx, QxdXfi^d- 

Hieraus ergiebt sich, wenn wir wieder auf die Anfangsglieder zurück- 
gehen, eine lineare homogene Gleichung zwischen u^x, u^x, "Us» Dar- 
aus ist ersichtlich: 

IL Die sieben Graden Ux = und Uax = (a = 1, 2 ... 7, aber 

^ ü) schneiden sich in einem Punkte. Diesen bezeichen wir durch (x). 

Endlich setzen wir im System (5) k = x A. Dann folgt eine homo- 
gene lineare Gleichung zwischen 

Qx^Xfi, QxOXfi, ©XA^Öo- 

Hieraus ergiebt sich, dass eine ebensolche Gleichung bestehen muss 
zwischen den drei quadratischen Functionen: 
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Dadurch erkennen wir, dass die beiden Graden m^ = 0, ux = sich 
auf dem Kegelschnitt Wq«^ schneiden, ebenso die Graden Ux = 
und Uxfi = 0, Wir sehen also: 

III. Die acht definirten Punkte (0), (1), (2) . . . (7) liegen auf dem 
Kegelschnitt Wq = 0. 

Durch diese drei Sätze ist die Lage der 28 Graden Ux = 0, 
u^]^ = zu einander und in Bezug auf den Kegelschnitt w^^ == aus- 
reichend charakterisirt; die Graden sind die Verbindungslinien von 
acht Punkten des Kegelschnitts, und zwar m^ = die Verbindungs- 
linie der Punkte (0) und (x)/ Uxx = die der Punkt« (x) und (A). Wir 
wählen nun ein besonderes Coordinatensystem. t; = sei die Tangente 
an den Kegelschnitt im Punkte (0); v' = irgend eine andere Tan- 
gente, und v' «= die Verbindungslinie der beiden Berührungspunkte. 
Der Gleichung des Kegelschnitts können wir dann die Form geben: 

Für die Punkte, die auf dem Kegelschnitte liegen, hat man dann: 

und es entspricht jedem Punkte der Curve ein Werth von p, und um- 
gekehrt; speziell dem Punkte (0) der Werth p = cx>. Die Werthe 
von jp, welche den übrigen Punkten (1), (2) • • • (7) entsprechen, be- 
zeichnen wir durch aj, a2 • • • a^. Die Verbindungslinie der Punkte 
(0) und (x) hat dann die Gleichung axV — v' = 0, die der Punkte (x) 
und (A) die folgende: axaxv — (öx + öt;i)v' -|- t;" = 0; wir können 
daher setzen 

(7) Wq^Iq(vv" — V^), Ux = lxVx, UxX'^hxVxX] 

wo 

(8) Vx = UxV — V] Vxx = axüxv — (ax + ^^) ^' + ^" 

« 

ist, und Iq, Ix, Ixx noch genauer zu bestimmende Constanten bedeuten. 
Wir können bewirken, dass zwei von den sieben Grössen Ux will- 
kürlich vorgeschriebene Werthe erhalten. Wir können z. B. erreichen, 
dass a^ = wird dadurch , dass wir die Linie v' = mit der Tan- 
gente im Punkte (1) zusammenfallen lassen. Dann können wir noch 
Vf V, v' mit drei Constanten a, 6, c multipliciren , die aber der Be- 
dingung ac = 6^ genügen müssen, damit die Gleichung des Kegel- 
schnitts ungeändert bleibt. Dadurch können wir bewirken, dass «2=1 
wird; die übrigen Grössen ag, «4 • • • a^ sind dann die wesentlichen 
Constanten des Systems. Wir denken uns also zwei dieser Grössen 
willkürlich gewählt; damit ist das ganze Grössensystem a^^a^- - * a^ 
völlig bestimmt. Es bleibt dann noch eine Aenderung übrig, die man 
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macheil kann^ ohne die Gleichungen der Graden und des Kegel- 
schnitts zu ändern; man kann nämlich alle drei Grossen v, v, v" mit 
einem und demselben Factor Iz multipliciren. Dadurch geht v^ and 
v^x in Vx' = fcvx, v'^i = ÄVxz; w^o ^^ ^o *= fc^w^o über; es treten also 
an die Stelle der Factoren ?„, Zx, ?x>i folgende: l^ ^=^l^W'^ 1/ sszl^^k^ 
l^i = l^^Jc, Ueber diesen Factor k werden wir ebenfalls verfügen; jeder 

der Quotienten ^, -?-, -'', - muss sich dann durch a^, aj. • -aY allein 

•0 *0 »0 

ausdrücken lassen. 

» 

Wir setzen in der Gleichung (4) einmal Je = x, w = ytf, das 
andere Mal: ]c=^y, m = ocö. Dann erhalten wir die zwei Formeln: 

7 

2[(— iy«*'«^''»«y'^Cayrfx2^C«ydeaxeaA^] = 0, 
a=0 
7 

V[(_ l)(ay.ayx2^,adx)c^^^^Cadxeaye„yxA^] =0, 
a = 

die sich; mit Hinweglassung der verschwindenden Glieder und der ge- 
hörigen Vereinfachung der Vorzeichen, auf folgende reduciren: 

CafixCYdxQoQxXiu+{—^Y^^Ca[iXCYdlQxxQfi + {-'\y^^Ca^^Cy^,,^ex^Qi. = 0, 

Daraus ergiebt sich: 

CaßxCydxCxJLfil^{vv" — t;'^) + (— ly^^CafiXCydxlxxlfiVxXVf^ 

+ (— \y^^Caßf,Cyöf^lxf,lxVjtfiVx = 0; 

CfiyxCadxlaylfid'f^aY^lid — C^d xCayxlßy^adV(iyVad 

= (- iy^^-^y'^^Ca(ixCy6xCxX^h{vv' —V-^y 

In der ersten Formel setzen wir vx = 0, also v = a^v. Dann wird 
Vfi = (afn — ax)v, Vxx = v" — ax^v, vv" — t/^ = v{v' — ax'^v). 
Daher erhalten wir: 

CaßxCydxCXuxlo = (— l)^'^(ö;i — «^) Ca ß xCy d xh xlfi * 

In der zweiten setzen wir Vßy = 0, also v" = — üßüyV + (a^ "i" ^y)^- 
Dann wird 

t^ay = («a — öys) («yi; — v), Vßd = («d — - Oy) (ßß^ — v'), 

vv" — v^ = — {üyV — v) (ci'ßV — v'); 
daher ist 

CaßxCy^xCxiuxk = {— 1)« ' /* + y ' *^(aa — üß) {CLy — U^) Cßy xCadxluyißd - 

Wir führen nun folgende Bezeichnung ein: 

(9) (-l)^'H«x-aa) = axA. 
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Da ( — l)'*'^ ein altemirendes Vorzeichen ist, so ist axx = (^xx* Die 
beiden Relationen, welche wir erhalten haben, sind dann: 

(10) CaßxCydxCXftxlo = (^XtiCaßXCydxlxxlfiy 

(11) CaßxCydxCXfixlo = O^aßdydCßyxCadxlaylßd' 

Vertauscht man in der ersten Formel x mit k und multiplicirt die neu 
entstehende Formel mit der ursprünglichen ^ so erhält man: 

(12) c\,J,^a,^a,X,ll. 

Vertauscht man dagegen x, A, jit cyklisch und multiplicirt die drei so 
erhaltenen Formeln, so erhält man: 

(13) c* , ?^ == cj ,a a. l .1 L l LI , 

\ / ^xXfi xX xfi Xfi xX xfi Xfi X X^fi 

Die Division beider Gleichungen liefert: 

CxXfiV^ j—l "2 i II '-• 

In dieser Form geschrieben, zeigt diese Gleichung, dass der Quotient 



z 2 z •' 



r 



einen von den Indices x, k unabhängigen Werth haben muss. Diesen 
Werth r können wir, indem wir dadurch über den erwähnten willkür- 
lichen Factor Tc verfügen, gleich 1 setzen; wir erhalten dann: 



(14) a,x = 



''xX% 



^0 ^x h ^fi 

Diese Ausdrücke für die Grössen Uxx und c^Xn führen wir in die beiden 
Gleichungen (10) und (11) ein. Dann verwandeln sich dieselben in 
Relationen zwischen den Grössen l allein: 

/ 1 n\ ^ax^ßx^ Yxhx^Xx^fix ^aX^ßX^yX^dX^xX^tiX 

^ ^ h' ~ ¥ 

(\n\ aß'^aY ao (i y ß^ Y^ a ß f o 

^ ^ l~7l h l UTT^' 

"xX^xfiXfi •x*x>*o 

Wir bezeichnen nun das Product aller sechs Grössen lax, die man er- 
hält, wenn man für a die sechs von x verschiednen primitiven Indices 
setzt, durch i^; mit L dagegen das Product aller 21 Grössen l^x^ Aus 
dieser Definition folgt dann identisch: 

(18) L^ = L,L^' " Lt, 

/1Q\ hßhyhd^ßY^ßd^Y^ ^ 

y^^J -- 7—7- 7 T~r: 



^fiX^fixhx ^x^^X^fi 
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Danach gehen die beiden Gleichungen (16) und (17) in folgende über: 

Aus der ersten dieser Gleichungen folgt: 

(21) L^ = mh\ 

wo m eine von dem Index x unabhängige Grösse bedeutet; aus 'der 
zweiten dann: 

(22) i> - ^ i«* Ifi' l n,' l.Hx^ l^''^'^, 

wenn wir unter 2 das Product der sieben Grössen i« verstehen. Da 
nun L^ gleich dem Product der sieben Grössen Lx ist; so folgt aus 

(21),"dass 

ist. Vergleichen wir dies mit (22), so erhalten wir 

l 



Es ist also: 



*0 



•"x* , Z» 



(23) L» = -!^^, I. = j^- 



"0 »O 



Es ist jetzt leicht, 7^, -^, -^^ durch die 21 Grössen aaSf d.h. 
die Differenzen der sieben Parameter «j . . . a^ auszudrücken. Die 

letzte Gleichung Lx = -yV lässt sich so schreiben : 



W"->-'¥- ■^"■■nim-T. 



2? 



wo das Product auszudehnen ist über alle von x verschiedenen Zahlen 

a der Reihe 1, 2 • • • 7. Da nun nach (14) j-^Ti '^ ^^^ ^^^' ®^ ^^" 
halten wir: 



(24) 



h' 



a 

Aus der Gleichung (14) geht nun weiter hervor: 

7 * n.^ 

(25) 



a a 

und aus (15): 

(26) ^*^i" __ öxi«x^«2^ 



V /7(««x) m^ax) m^a,) 
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Nun ist 

jj(aax) = — /i («« — «x) 

a a 

= — (a« ■— «x ) («/* — Ux) (tty — ax) (a^ — «x) («^i — «x) («/u — «x) ; 
es ist also: 
z 4 



(27) 



? 2 



Z* 
Z 4 



\Xfi 









— 1 








(««- 


-««)(«/*- 


-««)(«r- 


-«x)(«rf- 

1 


■«x)(«;i- 


o,)(a^-a 


'»)' 


(««- 


- ««) («/» - 


- «») («y ■ 


— 1 


-«-i)(«<r 


- «x) («« ■ 


-«;i) 
-«.) 



Damit ist die Aufgabe, die in der Theorie vorkommeuden Constanteu 
durch unabhängige Grössen auszudrücken, gelöst. 

Wir gehen nun dazu über, einige einfache Relationen unter den 
Theta-Functionen selbst aufzustellen, aus denen die Art ihres algebrai- 
schen Zusammenhangs klar erkannt werden kann. Die algebraische 
Darstellung der 0-Quotienten durch drei unabhängige Grössen Xy', x^^ 
iCg ergiebt sich dann fast von selbst. Wir wollen aber zuvor von den 
Theta-Functionen ihre irrationalen constanten Factoren l^^y Ix, Ixi, 
Cxifi absondern ; und 

(28) 6o"^)^0; 0« = ix^x, QxX = lxX<fxXf 0*liu'= CMlfi<fxlfi 

setzen, so dass jetzt das Anfangsglied in der Entwicklung von öq 
gradezu =s vv' — r'*^, das von 6^ = v , das von öxx = VxXt ^^^ ^^ 
Aufangsglied von ^«ii^ = 1 ist. 

Femer dividiren wir durch öq alle 63 übrigen Grössen (fm, und 
bezeichnen den Quotienten durch pm> Es ist also 



<^x ^ ^xX ^ ^xXfi 



(29) l>x=V^, P^^--^^ V-^f^ 

I. Wir leiten zunächst eine Relation her aus der Gleichung (3), 
indem wir dort Ä = 0, m = xAf* setzen. Für a «= x, A, jit verschwindet 
der Factor Cma''i es ist also: 

oder: 

Führen wir hier die Grössen |> ein, so erhalten wir: 
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Nan ist nach (15) 






1. 



daher : 

^x Xu \ ^ß ^Y h ^0 ^x2 Kn hfl 

Wenden wir hier die Formel (17) an, so folgt: 

ßy ß S "yd "g *ß "y *J I 

*xx "xfi *Xfi *x "x > 'o «/* «y «" 

daher : 



^»Xfi^O V ^aß^ay^ad 

Erheben wir diese Formel in's Quadrat, so ist nach (14): 



aß*ay ao 



*a *ß y "o 



es ist also: 



^ Ij 1 (».i/y<>l« 



'ßyd*a 



mithin erhalten wir: 

^^^ a.;f y, * I KT- «^) («a " «y) («« " «*) ( °° ^ ' 

Zwischen je vier der sieben Grössen pa^ besteht also eine nicht homo- 
gene lineare Gleichung. 

II. Wir gehen zurück auf die Gleichung (2). Aus dieser geht 
hervor, dass zwischen den vier Producten öa^axf ^ß^ßxj ^y<^yx^ ^i^^* 
eine lineare homogene Gleichung 

besteht; man erhält diese, indem man Je = x, Z = 0, w = ^ft setzt. 
Wir wollen aber die Coefficienten in anderer Weise bestimmeD. 
•Offenbar muss dieselbe Gleichung zwischen den Anfangsgliedern be- 
stehen : 

AVaVax + S^ß'^ßx + CVyVyx + Bv^V^x = 0. 

Wir setzen nun v = 1, t;' =jp, v" «= jp^; dann geht 

Vx in «x — jP, v^x in (a^ — v) ißx — i>) 
über. Es muss also, für willkürliche Werthe von|), die Gleichung bestehen: 
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^K - i>)' + ^(«/* -P? + G{ay - Pf + D(aj - pY = 0. 

Daraus geht hervor: Zwischen je vier Functionen jp^p^x» PßJPßTc^ PyPy^ 
psPdx besteht eine Gleichung: 

(B) ÄpaPax + SPßPß^ + dPyPy^ + I>PdPdx = 0, 
deren Coefficienten bestimmt sind durch die Formeln: 

A +B +C +D =0, 

Aüa '{'Baß -{-Gay -{- Das =0, 

ÄaJ + J5a^2 _|. cay^ + Das^ «= 0. 

in. Wir wissen, dass eine Gleichung besteht von der Form: 

Aö^öxm + Sßx^x^ + Ca^6^x = 0. 

Die Coefficienten lassen sich auch hier bestimmen, indem man auf die 
Anfangsglieder zurückgeht : 

AVnVXfi + BvxVxfi + CVf^VxX = 0. 

Da ein Coefficient von v' in den Grössen Va nicht vorkommt, in den 
Grössen Va/i dagegen gleich 1 ist, so erhalten wir: 

Av^ + Bvx + Cv^ = 0, 
oder: 

A{a^v — v) + B{axv — v) + (7(a^i; - v) = 0. 

Hieraus folgt: 

A = ax — a^, B = aj^ — a^, C =' ax — ax] 

daher: 

(C) (ax — af,)p^px^ + (a^ — ax)pxPfix + («x — a;i)l>/ii?x;i = 0. 

IV. Wir stellen jetzt noch zwei Gleichungen auf, welche Be- 
ziehungen der Functionen 2>x;i|t zu den übrigen angeben. Erstens muss 
eine lineare Relation bestehen zwischen (?Q(?x;i/i ; <5»i^fiy ^xiLt<^x'i zweitens 
zwischen (fQÖxXfi^ ^ay^ßd iiöd o^yöaS- Beide Relationen sind schon auf- 
gestellt, als es sich um die Darstellung der Moduln handelte, und die 
einfachsten Ausdrücke der Coefficienten sind durch die Formeln (10) 
und (11) gegeben./ Es ist demnach 

axfi^o^xx/i^ + (— iy^f'^xxOf. + (— l)^i^(?x^(T;i = 0, 

(— ly^^-^y^^aa^ayd^QiSxXfi = ^ay^ßd— ^ßy^ad', 

oder: 

P^lPfi — P^f^P^ + (^^ ~ Cifi)PxXfi = 0, 
PayPßd — PßrPad = («a — «/?) («y — «d)jPxA/*- 

Wir erhalten sAso p^Xfi ausgedrückt in zwei verschiedenen Formen: 
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(D) Pxin 



% 



Aus den fünf aufgestellten Relationen lassen sich nun folgende 
Schlüsse ziehen. 

Zunächst folgt aus (A), dass sich die sieben Grossen p^'^ durch 
drei Grössen /J , f^y f^ in folgender Weise ausdrücken lassen: 

also; wenn mau die ganze Function dritter Ordnung 

(30) x^ - /; ^^ + /i^ — fz mit q>{x) 
bezeichnet : 

(31) i?x^ = g>(ax). 

Denn diese Function genügt offenbar identisch der Relation 

S ; fS^ \ = 1 

«, ß. y, dK^a— «/?) K - «y) («a - «rf) > 

Bestimmt man nun /"^ , /'j , /*3 durch die drei linearen Gleichungen 
g)(a,)=j9i^, ^^(aj) =i>2^, 9^(0^3) =1>3^; so folgt aus dieser Gleichung 
im Verein mit ( A) , dass allgemein g? {ai) *= Pd^ sein muss. Die Coef- 
ficienten f^, f^y f^ der Function ^^(ax) sind demnach bestimmte Abel- 
sche Functionen der Argumente , und zwar lineare Functionen der 
Grössen p^. 

Aus der Gleichung (B), die wir so schreiben können: 

^l^aPnPan + BpßP^Pß^ + CpyPxPyx + DpdPxVdn = 0, 

folgt femer, dass sich die 21 Producte pxPxPxi (x, A = 1 , 2 • • • 7, 
X ^ A) sich linear und homogen durch sechs unter ihnen 

PiP2Pi27 PiPzPi3> PiPiPu7 P2PzPr6> PiP*P2i' PzPiPzi 

ausdrücken lassen. Versteht man unter q)(Xy y) eine ganze und sym- 
metrische Function vom zweiten Grade in Bezug auf x und y^ so be- 
stehen zwischen den 21 Grössen q){ax, ax) genau dieselben Gleichungen, 
wie zwischen den Grössen ^xl>il>x 2 • 

^<p{aaf ax) + B^{o,[if «x) + C(p(ay, Qx) + Dq){ad, «x) = 0, 
wo 

^ + JB + C + D = 0; Äaa + Baß + Cay + Daö = 0, 

Aac? + Baß'' + Ca^^ + Daj^ -= 

ist. Wenn wir also die sechs Coefficienten dieser Function q){Xi y) 
so bestimmen ; dass die sechs Gleichungen 
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(p(axy ai) ===PicpxPxx («, A = 1, 2, 3, 4) 

bestehen; so muss diese Gleichung allgemein gelten für alle 21 Coni- 
binationen der Indices 1, 2 • • • 7. Wir können also allgemein die 21 
Producte PxPxPxi durch sechs von den Indices abhängigen Grössen in 
folgender Weise ausdrücken: 

/x, A = i,2. ..r 

(32) P^PlPxl = (p{(^^, (^^) ( ^<;^ 

wo 9 (a?, y) eine ganze und symmetrische Function von x und y be- 
deutet, die in Bezug auf beide Grössen vom zweiten Grade ist, und 
deren sechs Coefficienten AbeFsche Functionen sind. 

Die dritte der entwickelten Relationen giebt nun einen Zusammen- 
hang zwischen den Functionen q){x) und (p{x, y). Wir erhalten, in- 
dem wir die Gleichung (C) mit PxPxPf* raultipliciren , und px^ durch 
9{^x)} PiPfiPifi durch (p(ax, a/n) etc. ersetzen: 

{ax — üf,) q){ax) <p{ax, a^i) + (ö^/* — ci*) ^{o,^) 9(«/u; <^n) 

+ {ax — ax) 9 {afi) (p{ax, ax) = 0. 

Ersetzen wir auf der linken Seite dieser Gleichung ax> axf a^ durch 
a?, y, jE?, so erhalten wir eine ganze Function <i>{xy j/, e), die in Bezug 
auf jede der Veränderlichen vom dritten Grade ist. Diese Function 
hat die Eigenschaft^ zu verschwinden, wenn für Xy y, z drei Grössen 
der Reihe a^, a^* * - a-j gesetzt werden. Daraus folgt, dass sie iden- 
tisch verschwinden muss. Demnach ist identisch: 

^(x t/^ = (a; — g) y(y) y(a?, z) — (y - z)q>(x)q)(y, z) ^ 
Geben wir der Grösse g einen constanten Werth c und bezeichnen 



so ist demnach 



wix v) = fl^'^li^ylizyM^^l 

y^\ > "f X — y 



^[x) ist eine ganze Function dritten Grades von x. Diese können wir 
auf die Form bringen: 

^(a;) = cXa;) — iIj{x), 

wo ilfix) eine ganze Function zweiten Grades bedeutet. Dann ist: 

(33) y(a;,y) = ?^(?)j^Mjzi?MjM5). 

X •— y 

Auf diese Weise sind jetzt die Functionen px und pxx durch sechs 
Hiilfsgrössen ausgedrückt, nämlich die Coefficienten /\ , /"j, f^ der kubi- 
schen Function q){x) und die der quadratischen Function 'il>{x): 



158 Nachtrag, 

(34) 2>x^ = 9(ax); PxPxPxl a a 

»X "~ ^X 

Dies sind bekanute Formeln aus der von Herrn Weierstrass aufgestellten 
allgemeinen Theorie der hyperelliptischen Functionen. 

Es sollen jetzt anstatt dieser sechs Hülfsgrössen andere eingeführt 
werden; nämlich diejenigen Werthe x^, X2, x^y wofür die kubische 
Function (p(x) verschwindet, und diejenigen Werthe yj, y^y y^y welche 
die quadratische Function ^(x) annimmt, wenn ic, , x.^^ x^ für x gesetzt 
wird. Es ist also (p{Xh) = 0, '^{Xh) = yn (A = 1, 2, 3), daher: 

(35) q){x) = {x — x^) {p — x^) {x — x^)y 

(36) ^w=i;jr--^}- 

Hieraus folgt: 

g,(a;, X') = y(^)^(^^)-y(^^)^(^) 

= 9)(a!)9)(a;') 5"!; ^j^ — ^-^r^l- 

Daher erhalten wir: 

$t? == (o* — »,) (ö« — a;j) (a» — x^ , 

Von den beiden Gleichungen (D) und (E) giebt die erste, wenii 
wir für die Grössen p^x und jp«^ ihre Ausdrücke einsetzen , die Dar- 
stellung von pyiXfi\ 

3 



also: 
(38) 



-^^ " «i - % ij^i l(«x - «*) <p'(**) L«^-- ^A «i - ^ J j ' 



Eine andere Darstellung liefert die letzte Gleichung. Setzt man näm- 
lich in dieser für p^y^ Pßdi PßY-, Päd ihre Summen -Ausdrücke, so er- 
giebt sich: 

(«a~«/^)(«y-«d) 

PaPßPfPd ^""^^ 

3 3 /■ 

_ V^ y»f_ yhVk r 1 

/1^ 1^1 1 l«y - ^Ä)(«d - ^k) 9>'(^ä) ^' (^a) L(««-^ä)(«/^-'^*) 

1 



(«/*-^A)(«a-^*)_ 
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Führt man hier die Subtraction unter dem Summenzeichen aus und 
bezeichnet zur Abkürzung: 

(a« — x) {aß — xy («y — x) {ad — x) mit P(a?), 

so ergiebt sich^ da 

[ttß — Xk) {aa — Xk) — {aa — Xk) {aß — Xk) = («a — Ctß) {Xk — Xh) 

ist: 




"/""*<> -. . _ 'WJ(^y~^*)("<^~ 



^h){^k-^h)ykyk \ 



Der Ausdruck auf der rechten Seite ist eine homogene quadratische 
Function von y^, y.^, y^. Die Coefficienten von y^^, y^^, y^^ sind 
offenbar Null; dagegen der Coefficient von y^y^' 

Dies ist 

"" P (a;,) P (a;,) 9' (o;,) «p' {x^ P (^1) P (««) 9' («?») ' 

Nun ist offenbar 

P{X,)P{X^) P{X,) ^Pa'PfiWPi'; 

daher: 

P(a;,)P(a:,)9,'(a;8) W V^<^^ '»'(^a) * 

Die beiden andern Coefficienten ergeben sich hieraus durch Vertauschung 
der Indices. Demgemäss erhalten wir: 

Wir bezeichnen jetzt durch R{x) die ganze Function siebenten Grades, 
welche durch Multiplication der sieben Linearfactoren a« — x her- 
vorgeht: 

(39) R{x) = (a, — rc) (aj — ic) • • • (ay — x)^ 

und durch 2? das Product der sieben Grössen P\, Pi ' ' ' Pi- Da^i^i ist 

^ ^ («X - ^) («;i - ^j («^ - ^) ' P« l>^ Py i'rf P ' 

folglich : 

Vergleicht man diese Darstellung mit der zuerst gegebenen, so sieht 
man^ dass beide genau übereinstimmen, bis darauf, dass an die Stelle 
von y*: 



160 Nachtrag. 

__y.y^^(^_ . (/, = !, 2, 3) 

getreten ist. Dies ist ofiFeubar nur dadurch möglich, dass die Grössen 
y^ den entsprechenden y^ gleich sind; es muss also 

- ViV^y^Iii^h) = PVh^ (Ä=l,2,3) 
sein. Hieraus folgt, wenn wir die drei Gleichungen multipliciren: 

— yiy2y3^(^i)^(^2)^(^3) =l>^ 

und da offenbar 

B(x^) B{X2) B{x,^) =2)^ ist: 

(40) — ViV^Vz^P'^ 
mithin : 

(41) y*2 = jj(^^). 

Es bleiben noch die Argumente durch Integrale erster Gattung 
auszudrücken. Wir wollen v, v', v" als Argumente auffassen, was einer 
linearen Transformation gleichkommt. Wir setzen: 

^ _^ ^ aj^ aiogp^ aio^ 

A, B, C sollen willkürliche Constanten bedeuten. Dieser Ausdruck F 
hat die Eigenschaft, dass, wenn wir ihn mit 0q0x multipliciren, er 
übergeht in eine grade Theta- Function zweiten Grades mit dem Index 
X, und zwar eine solche, welche verschwindet, wenn die Argumente 
gleich Null gesetzt werden. Functionen derselben Art sind die sechs 

Producte 6a^ax (a = 1, 2 • • ' 7, aber ^ x). Die Anzahl der linear un- 
abhängigen Theta-Functionen zweiten Grades mit dem Index x, welche 
grade sind, ist rier; zwischen je fünf derselben muss also eine lineare 
Gleichung bestehen. Stellen wir daher das System auf 

<!fa<^ax, ^ß^ßn, ^y^Y^f ^aßy^^^f*} 

SO muss zwischen Föqöx und diesen vier Producten eine lineare homo- 
gene Gleichung bestehen. In dieser muss der Coefficient des Gliedes 
^aßY^i^h ^®^ Werth Null haben, weil dieses das einzige ist, welches 
nicht verschwindet, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden. 
Wir erhalten also: 

(43) Fa^ o^ = ^(ka iSa <y«x). 

Die Coefficienten Jca, Icß, hy werden bestimmt durch die An&ngsglieder. 
Das der Function 



* \ dv ^ dv * dv J 



Nachtrag. 161 

erhalten wir, wenn wir ayV — v für öy, vv" — v"^ für tf,, einsetzen. 
Dasselbe ist also: 

(t;^" __ ^'2) (^^^ - J5) - {ay,v — v) {Av" — , 2jyi;' + Cv). 
Dieser Ausdruck muss 

«wTy 
sein. Setzen wir nun t; = 1, v ==^ p^ v" = p^, so wird 

vv'' — v"' = 0; Av' - 2Bv + Ct; = Ay - 21?i) + 6'; 

wir erhalten also zur Bestimmung der Coefficienten folgende Formel 
(44) - - {Äp-^ -2Bp + C)^ ^{K («a -P)'), 

welche identisch, für alle Werthe von p^ gilt. 
Aus (43) folgt: 

J^ör Pax setzen wir den gefundenen Summen- Ausdruck ; ebenso fürpa'- 
[da — ^j) («a — x.y} {tta — x^). Dann ergiebt sich: 

oder: 

Nun folgt aus der Gleichung (44), wie njan leicht sieht, ^ie all- 
gemeinere : 

{Kida—p) (a« - q)} =^ - {Apq - B (p + q) + C); 

es ist daher: 

/,{Ä:«(a« — Xk) {aa — Xi)} -= - {AxkXi — jB(a;ifc + icO + C}, 
mithin: 

Wir setzen jetzt für ^, B , C die Differentiale cüv, dv\ dv\ Dann 
geht F in c? log p^ über, und da 




ScHOTTKT, Abel'iche Ftinct. 11 



/ 
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ist, 80 erbalten wir: 



Jk Q 



Diese Gleichung muss gelten für x =s 1^ 2 • • • 7. Das ist nur da- 
durch möglich, dass in beiden Summen die einzelnen Glieder überein- 
stimmen : 

Löst man diese drei Gleichungen nach rfv, dv j dv" auf, so ergiebt sich: 

s 
dv 






dr" 



Berichtigungen. 

,. a«_us . «/,j-ö S. 72 Z. .4 v. u. lies 2^', für F„„ 
S. 14 Z. 7 V. 0. lies ^±^ für ^±^. "'^ «'''• 

2 2 S. 76 Z. 13 V. u. lies f^^^ für /y,. 

S. 21 Z. 10 V. u. lies %''■' + «"*» für S. 76 Z. 13 v. o. lies w^^^ für w^^. 

(y»«« -|-<r*2. s. 77 Z. 10 V. u. lies flr^ für g. 

S. 26 Z. 17 V. u. lies 0^ für 0. S. 83 Z. 11 v. o. lies 

S. 29 Z. 7 V. u. lies (69) für (60). P^a^ß^y.^x^n ^P^a^^^x^x^ 

S. 48 Z. 9 V. 0. lies f^^^ für /"^y. S. 109 Z. 12 v. o. lies km für Am. 

S. 48 Z. 1 V. u. lies (b) für (6). S. 122 Z. 16 v. u. lies [Vh^^^ } für 
S. 49 Z. 11 V. 0. lies (11) für (4). f./ -^^^ j 
S. 61 Z. 13 V. 0. lies Formel (f) = 0. W^o f- 

S. 66 Z. 9 V. 0. Ues QLH. für QLH. S. 125 Z. 12 v. u. lies O^ für O. 

S. 56 Z. 16 V. 0. lies HJ für H\ ^' ^^^ ^' ^^ ^' ^- ^^^^ ^' ^^' ^c 

S. 146 Z. 6 V. u. lies (a = 1 , 2 • • 7). 
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S. 61 Z. 6 V. u. lies c^ für c. o ic« r/ n t 74 r., 7 9 

^ S. 153 Z. 5 V. 0. lies l^* für Zq*. 

S. 69 Z. 1> V. u. lies c^^^ für c^^. s. 164 Z. 17 v. u. lies Z ^ far L«. 
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